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AVANT-PROPOS 


La sixième édition russe du tome IV se distingue notablement, 
de la cinquième. En effet, l’introduction de la théorie de l’intégrale 
de Lebesgue et de la classe de fonctions Z, de carré intégrable au 
sens de Lebesgue dans le tome II a entraîné certaines modifications 
dans la théorie des équations intégrales qui constitue le premier 
chapitre de ce livre. D'autre part on a ajouté un troisième chapitre 
où sont exposés des points de vue nouveaux sur certaines notions 
fondamentales de l’analyse mathématique. Le chapitre [I qui fait 
l’objet du calcul des variations a été élargi. Le minimum d’une 
fonctionnelle quadratique est abordé sous un nouvel angle dans le 
chapitre III. 

L'ancien tome contenait plus de 800 pages. Le nouveau a été 
scindé en deux parties dont nous vous présentons la première. 

En conclusion je voudrais exprimer ma profonde reconnaissance 
à mes collègues M. Birman, O. Ladyjenskaïa, M. Solomiak et N. Oural- 
tseva pour leur dévouement à la composition de ce livre. 


V. Smirnov 


Chapitre premier 


ÉQUATIONS INTÉGRALES 


I-1. Exemples de composition des équations intégrales. On appelle 
équation intégrale toute équation qui renferme la fonction inconnue 
sous le signe somme. Soit à résoudre l'équation différentielle y’ — 
— f (x, y) avec la condition initiale y (xs) — y. Nous avons déjà 
vu (t. II [II-3-2]) que ce problème se ramenait à la résolution de 
l'équation intégrale: 

X 


y()= | f(x, 0) de + V0: 


Xo 


D'une façon tout à fait analogue le problème consistant à intégrer 
l'équation différentielle y” = f (x, y) avec les conditions initiales 
y (to) —=ÿYo et y’ (xo) — yo se ramène à la résolution de l’équation 
intégrale 


y (x) = | dx | f Lz, y (2) 43 + yo + y, (&— 2). 


Une transformation de l'intégrale double en simple (t. II [I-2-3]) 
permet d'écrire cette équation sous la forme suivante: 
x 
(a) À (@—2) f Le, y (0 de + vo + ve (x — 20). 


X0 


La solution générale de l'équation y" = f (x, y) se déduit de l’équa- 
tion intégrale 
x 


p(o= | (e—2 fie vdi +oitor, (1) 
0 


où c; et c, sont des constantes arbitraires, la limite inférieure d'’inté- 
gration étant supposée nulle. Posons le problème aux limites pour 
notre équation du second ordre; plus exactement l’on se propose 
de trouver une solution vérifiant les conditions aux limites y (0) — 
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= a; y (t) = b. En faisant x — 0 puis x — L dans l'équation (1), 
on obtient deux équations d’où l’on tire les constantes arbitraires 
Ci Et Co, SOit 
l 
b— 1 
aa; = Tr | (2) fl, y (ads. 
0 


En substituant les valeurs trouvées dans la formule (1), on ramène 
le problème aux limites à l'équation intégrale: 





x l 


1O=F@+)G-dilua@ia-T|(-2f2y@Id4 @ 
0 () 


b—a 


F (x) = a + RL 2 





Nous pouvons mettre l'équation (2) sous la forme suivante : 
x l 
l— l— 
or (TEE jte vod | D y de (6) 
(1) x 


Introduisons la fonction de deux variables : 


109 pour z2<x, 
KG 2=Ù 4, (&) 


pour z<Z. 


L'équation (3) s'écrit alors: 
l 


y) =F(e)— | K (a, 2) f le, y (@)1 de. (5) 
0 
Appliquons les résultats obtenus à l'équation linéaire 
y" +p()y= 0 (x). (6) 
Nous affirmons que résoudre cette équation avec les conditions 
aux limites 
y (0) =a; y) =b (7) 


revient à résoudre l'équation intégrale linéaire 
l 


y(o= Fi (e)+ | K(e, 2) p (2) y Co) de, (8) 
AR 


L 
F, @=F()— | (3, 2) © (2) dz 
0 
est une fonction connue de la variable indépendante x. 
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Notons que dans l’équation (1) la limite supérieure d’intégration 
est variable, tandis que dans l’équation (8) les deux limites d’intégra- 
tion sont constantes. Ajoutons encore que dans l’équation (1) comme 
dans l'équation (8) la fonction inconnue peut ou non figurer sous 
le signe somme. Ceci est essentiel, comme nous l’avons vu plus 
haut (t. II [II-3-1]), lorsqu'on applique la méthode des approxima- 
tions successives à la résolution de cette équation. 

Multiplions le coefficient p (x) de l’équation (6) par un para- 
mètre quelconque À et considérons l’équation homogène 


y" +Ap(x)y = 0 (9) 
avec les conditions aux limites homogènes: 
y (0)=0; y (1)=0. (10) 


Ce problème aux limites homogène se ramène à une équation inté- 
grale renfermant le paramètre À: 


l 
y(x) = \ (a, 2) p(e) y (2) de. (11) 
0 


Dans la suite il sera fondamental de déterminer pour quelles valeurs 
de À le problème posé admet des solutions non identiquement 
nulles. Nous l’avons déjà examiné lorsqu'on a appliqué la méthode 
de Fourier aux problèmes aux limites en physique mathématique. 
Signalons encore quelques propriétés caractéristiques de la fonction 
K (x, z) qui porte le nom de noyau de l’équation intégrale considérée. 
Ce noyau est une fonction continue dans le carré k, défini par les 
doubles inégalités 0<zx<1 et 0<z<1. Sur la diagonale, 
i.e. lorsque x=— 7, la dérivée première du : noyau présente une dis- 
continuité: 


K» (x, 2) lcezto— Ex (x, z) ess — —1. 


D'autre part, le noyau comme fonction de x, est solution hors de la 
diagonale de l'équation homogène y”—0 avec la condition aux 
limites homogène (10). Signalons enfin la propriété de symétrie 
du noyau qui est exprimée par la formule 


K (2, z)=K (x, 2). (12) 


Toutes les propriétés que nous venons d’énumérer découlent immé- 
diatement de la formule (4). 

Le noyau K (x, z) a une signification physique simple. On rap- 
pelle que lorsqu'une force est concentrée en un point x—z d’une 
corde fixée à ses extrémités, on a en ce point (t. II [VII-1-1]): 


Ti E(us)x2 240 —(Ux)x22—0) FR —P, 
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où P est la valeur de cette force. On vérifie aisément que la fonction 
P 
u (x) = 7, À (x, 2) 


définit l'allure de la déformation statique subie par la corde sous 
l’action de la force ponctuelle mentionnée plus haut. Soulignons 
que dans le cas statique l’équation des vibrations de la corde se 
ramène simplement à l'équation u,,—0. Toutes ces suggestions 
concernant la manière dont il faut ramener le problème aux limites 
à une équation intégrale seront développées en détail dans la deuxième 
partie du tome. 

Indiquons une autre méthode utilisée en physique mathématique 
pour ramener les problèmes aux limites à une équation intégrale. 
Nous avons déjà défini le potentiel de couche sphérique à l’aide 
de la formule suivante: 


u(M)= || LE à, 
S 


où p (M) est une fonction donnée sur la surface de la sphères, 
ds l'élément de cette surface et d la distance entre un point quel- 
conque variable M de l’espace et un point variable M” de la surface 
de la sphère. Soit n le sens de la normale en un point M, de la sphère. 


Désignons par ( ee) _et (=Fo) les valeurs limites de la dérivée 
\ n i ôn e 
ôu (M) 
ôn 


rieur et de l’extérieur de la sphère. Nous avons établi précédemment. 
(t. III, [VI-1-10]) les formules: 


AR = { Focar) Re de + 2xp 


lorsque le point variable M tend vers le point M, de l’inté- 





(18) 





(D) {Tr 28e ane) 


où d est la distance du point M, au point variable M” de la sphère; 
o l’angle formé par le rayon vecteur M’M, avec la direction de la 
normale n. 

: Dans le chapitre suivant nous verrons que ces formules ne sont 
pas uniquement valables pour la sphère. Posons maintenant le 
problème intérieur de Neumann pour la sphère, i.e. on suppose 
que l’on cherche une fonction qui soit harmonique à l’intérieur 
de la sphère et dont la dérivée normale prenne des valeurs limites 
données sur la surface de la sphère: 


| =; (M). . (44) 
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On cherchera la fonction w sous forme d’un potentiel de couche 
sphérique. Ce potentiel est une fonction harmonique à l’intérieur 
de la sphère, il nous faut donc choisir la densité p (M) 
de telle sorte que soit vérifiée la condition aux limites (14). Compte 
tenu de la première des formules (13) et de la condition aux limites 
(14), on obtient pour la détermination de la densité cherchée l’équa- 
tion intégrale suivante: 


2sp (Mo) = f (Mo) + | [M eds. 
ns 





On remarquera que dans ce cas les fonctions f (M) et p (M) 
doivent être définies sur la surface de la sphère et que l’intégration 
doit s’opérer non pas sur un intervalle de l’axe OX comme précé- 
demment mais sur la surface de la sphère. 


I-2. Classification des équations intégrales. Nous n'’allons con- 
sidérer pour l'instant que des équations intégrales linéaires dans 
lesquelles la fonction inconnue est définie sur l’axe OX. Ecrivons 
l'équation intégrale 


y(= | K(x, 2) y (2) de+f(e), (15) 


où y (x) est la fonction inconnue, f (x) et X (x, z) des fonctions 
données. La fonction X (x, z), rappelons-le, porte le nom de noyau 
de l'équation intégrale. 
L’équation (15) s'appelle équation de Volterra de deuxième espèce. 
La même équation à limites constantes 
b 


y(n= | Ka, 2)y(e) di + j (2) (16) 
s'appelle équation de Fredholm de deuxième espèce. Si la fonction 
inconnue figure uniquement sous le signe somme, on obtient ce 
qu'on appelle des équations de Volterra ou de Fredholm de première 
espèce. Elles sont de la forme 


b 
K(x2)y()di= fix); À K(x2)y()d=fi(x) (17 


CL 


Comme exemple d’équation de Volterra de première espèce nous 
avons l'équation d’Abel dont nous avons parlé plus haut 
(t. II [TII-3-2]): L 








k 
1 
o (k) = | u(y) dy 
0 
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Donnons un exemple d’équation de Fredholm de première espèce. 
Soit u (x) la déformation statique d’une corde, la charge p (z) par 
unité de longueur étant continûment distribuée. On considère que 
cette charge continûment distribuée est la somme de charges con- 
centrées p (z) dz. Chacune de ces charges concentrées engendre, en 
vertu de ce qui a été dit précédemment, une déformation statique 
de la forme: 


À (x, 2) p (a) dz, 
0 


où X (x, z) est défini par la formule (4). En intégrant nous obtenons 
la déformation statique avec une charge continûment distribuée: 


l 
u (x) = _. Î K (x, 2) p (2) dz. 
0 


Cette équation est une équation intégrale de Fredholm de ee 
espèce si la déformation w (x) est donnée et que l’on cherche la charge 
correspondante p (z). 

On remarquera que l’équation de Volterra est un cas particulier 
de l’équation de Fredholm. En effet, dans l'équation de Volterra 
l'intégration peut être effectuée par rapport à z de z — a à z — b, 
si l’on ajoute au préalable la condition X (x, z) = 0 lorsque z > x. 

Dans la suite nous examinerons presque exclusivement des équa- 
tions intégrales de deuxième espèce, et notamment celles de Fred- 
holm. En effet, ce sont ces équations que l’on rencontrera le plus 
fréquemment lors de la résolution des problèmes aux limites en 
physique mathématique. La théorie des équations intégrales de 
deuxième espèce est bien plus simple que celle des équations inté- 
grales de première espèce. Comme nous l’avons déjà dit, le fait que 
la fonction cherchée ne figure pas sous le signe d'intégration permet 
d'appliquer naturellement la méthode des approximations succes- 
sives. 

La théorie des équations intégrales présente beaucoup d’affinités 
avec les problèmes d’algèbre linéaire que nous avons exposés dans 
le tome III. Rappelons qu’une transformation linéaire dans un 
espace de dimension # est de la forme 


Yi = Ginly + + + + Ginln (i = 1, .. n), 
et qu’elle est réalisée par une matrice constituée avec les coefficients 
a;,. Cette transformation peut encore s’écrire 
y —= AU, 
où & (3, . . ., u,) est le vecteur initial, y (y, . . ., y.) le vecteur 


transformé et À la matrice d'éléments a;,. Dans le cas des équations 
intégrales au lieu d’un vecteur appartenant à l’espace de dimension 
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n nous opérons sur des fonctions définies sur un intervalle quelconque 
[a, bl. La matrice a;, est remplacée par le noyau X (x, z) et la 
sommation par l'intégration de sorte que dans le cas considéré 
la transformation linéaire s'exprime par la formule 
b 
y (= Ÿ K (a, 3) u (2) de, (18) 


a 


où uw (z) est la fonction originale et y (x) la transformée. 
Rappelons que les valeurs propres de la matrice À sont ces valeurs 
du paramètre u pour lesquelles l'équation 


Az = ut 


admet des solutions x non nulles. Dans la suite nous désignerons 
par valeurs propres du noyau XÆ (x, z) ou de la transformation 
correspondante les valeurs du paramètre u telles que l'équation 
intégrale homogène 


b 
Ê Ke, 2) y (à de = ny (x) 


admet des solutions non identiquement nulles. Dans la théorie des 
équations intégrales il est d’usage d'introduire avec les valeurs 
propres u les valeurs caractéristiques À — u!. On dira donc que À 
est une valeur caractéristique si l'équation 

b 


y (x) = À | K (x, z) y (z) dz (19) 


a 


admet des solutions non nulles. Les solutions y (x) sont elles-mêmes 
appelées fonctions propres du noyau. 

Ajoutons que la transformation identique qui associe uw (x) à elle- 
même, i.e. la transformation telle que y (x) coïncide avec u (x), 
ne s'exprime pas sous la forme intégrale (18). 

Dans l’exposé de la théorie des équations intégrales nous serons 
amenés naturellement à admettre certaines hypothèses au sujet 
du noyau Æ (x, z) et des fonctions f (x) et y (x). 

Nous commencerons notre étude par les équations intégrales 
dans le cas unidimensionnel. Nous indiquerons plus bas comment 
généraliser cette étude au cas multidimensionnel. 

Observons enfin que dans la suite nous supposerons que les 
fonctions données et les fonctions cherchées sont complexes: 


À (x, 2) = K, (x, z) + K, (x, z)i, 
1) = h @) + fo à, 
y (x) = y (&) + y: (x) à, 





16 CH. I. ÉQUATIONS INTÉGRALES 


ali 


où K,(x, 2), f(x), ys(x) (s = 1, 2) sont des fonctions réellex 
La variable indépendante sera toujours réelle. L’intervalle sa 
lequel nous opérerons est un intervalle fermé fini que nous tige 
rons par [a, bl. 

I-3. Systèmes orthogonaux de fonctions. En théorie des ation 
intégrales nous serons souvent conduits à étudier des systèmes 
orthogonaux de fonctions. La théorie de ces systèmes est exposée 
en détail dans le tome II pour les fonctions complexes et réelles 
à l’aide de l'intégrale de Riemann et de l'intégrale de Lebesgue 
(t. II [VI-1-7, 10]). Nous ajouterons à cette théorie la méthode 
d’ orthogonalisation des systèmes de fonctions linéairement indépen- 
dantes. 

Dans le (t. III, [II-1-12]) nous avons vu qu'étant donné m 
vecteurs linéairement indépendants, on peut construire autant de 
vecteurs deux à deux orthogonaux et normés tels que les premiers 
soient une combinaison linéaire des seconds et réciproquement. 
Ceci s'applique intégralement aux fonctions. Soient en effet 


Vi (hs + + + Ÿm (&) 


des fonctions continues sur [a, b] et linéairement indépendantes, 
i.e. l'identité 


(x) +. + + amŸm (x) = 0, 


où «, sont des coefficients constants, implique la nullité de tous 
ces coefficients. Construisons de nouvelles fonctions orthogonales 
et normées sur [a, b]: 


Pa (ZT); + + +; Pm (); 


telles que y; (x) soit exprimée linéairement en fonction dep, (x), ... 

.., Ÿk (x) et inversement, toute 1; (x) soit exprimée linéairement 
en fonction de ®, (x), . . ., A (x). Pour abréger l’écriture reprenons 
les notations que nous avons utilisées en algèbre, plus exactement 
désignons par (f, F) l'intégrale du produit f (x) F (x) sur l’inter- 
valle [a, b]: 


b 
G, F)= | j (2) FD de. 


Le processus d’orthogonalisation des fonctions 14 (x), i.e. le 
processus de construction des fonctions 4 (x), s'effectue comme 


peer : 
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suit : 

Pi (x) — TE 

La (œ) = Va (2) — (le, P:) Pa (2) : qu (9) = ÈS 

a (2) = Va (8) — (a, Pa) (2) — (es O2) Ou (qu (= 

be dou da 
| On (2) = 


Les fonctions 4 (x) et %: (x) sont égales au facteur numérique 
près par lequel est multipliée la fonction Yh (x) pour qu’elle soit 
normée, i.e. pour que l'intégrale de son carré sur l'intervalle [a, b] 
soit égale à l'unité. Les précédentes formules entraînent immédiate- 
ment la dépendance linéaire dont nous avons parlé plus haut 
des fonctions 14 (x) et ®; (x). On remarquera qu'aucune des fonc- 
tions x (x) ne peut être identiquement nulle de sorte que (Xx, YXx) 
0. Si l’on avait eu, par exemple, %, (x) = 0, cela aurait entraîné 
la dépendance linéaire de ®, (x) et 2 (x): 


Va (x) — (Pas P1) Pu (x) = 0, 


et par conséquent la dépendance linéaire de ‘4, (x) et % (x), 
or cela contredit la condition d'indépendance linéaire des fonctions 


.Ÿa (x). De ce qui vient d’être dit, il découle aussitôt (y, %x) Z 0, 
‘sinon on aurait 4, =0. Donc, toutes les formules définissant les 


fonctions œ, ont un sens, et l’orthogonalité des fonctions y, (x) 
et des fonctions ®, (x), . .., @x-., (x) peut être vérifiée progres- 
sivement. Par exemple 


(Xe Pa) = (Pas Pa) — (os Pa) (Pas Pa) = (Vas Pr) — (Par Pa) = 0, 
Les fonctions q, (x) et p2 (x) étant orthogonales et normées, il vient 
(xs Pi) = (Var Pi) — (ss Pa) (Par Pr) — (Ps 9) (Puy Pa) = 

| = (Pas Pi) — Gos 1) = = 0, 


d'une façon analogue (y, +) = 0 et ainsi de suite. 
On remarquera que des fonctions orthogonales sont LOUIOUES 
linéairement indépendantes. En effet, posons 


diP1 (x) +... + œmPm (x) = 0. 


En multipliant les deux membres par ,(x) (k—1, 2, ..., m) et en 
intégrant, on obtient &«, — 0 en vertu de l’orthonormalisation des 


2—0727 
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fonctions, i.e. les coefficients «; doivent être effectivement tous 
nuls. 

Jusqu'ici nous n’avons étudié que des fonctions d’une variable 
indépendante. Tous les raisonnements précédents s’appliquent aux 
fonctions définies sur un domaine fini et fermé dans le plan ou 
dans un espace à trois ou à nr dimensions. 

Soit P un point variable d’un domaine fini fermé B d’un plan, 
d’un espace à trois dimensions ou d’une surface. Les fonctions 
Pr (P) (k = 1, 2, ...) engendrent un système orthonormé si 


———— 0 lorsque pq, 
[or (P) GP dop= |, NPA 
: 4 lorsque p— 9, 


de plus l'intégrale ci-dessus est respectivement double, triple ou 

prise sur la surface même si nous n’avons écrit qu'un seul signe. 

Par do on a désigné l’élément de l’intégrale correspondante par 

rapport au point variable P. Dans le cas d’une intégrale double 

en coordonnées cartésiennes on à dop — dx dy. | 
Les coefficients de Fourier de la fonction 3 (P) sont 


CR = | f (P)@x (P) dop | (20) 
B | 

et l’inégalité de Bessel s’écrit : 
Dale T1r(P) Pa. (21) 


k=1 B 


I-4. Equations de Fredholm de deuxième espèce. Nous allons 
commencer par l'étude d’une équation de Fredholm de deuxième 
espèce dans le cas unidimensionnel 


b 
P()=7 (+2 K (6, 8 (0 dé, (22) 


où À est un paramètre. On supposera que l'intervalle (a, b] est 
fini, f (s) une fonction continue dans [a, b] et le noyau K (s, t) 
une fonction continue dans le carré 4, défini par les doubles inégalités : 
aZs<b,a<t<b. Sous ces hypothèses toutes les transforma- 
tions réalisées dans s la suite seront valables et l’on ne fera attention 
qu’au principe même du problème. Sauf mention spéciale l’on 
supposera que les fonctions f (s) et Æ (s, t) sont complexes, i.e. 


K(s, 1) — Kia(s, t) +iki(s, t); 
f(s) = (8) + ifa(s); p(s) = qu (s) + ip (s). 


On cherchera la solution dans la classe des fonctions continues. 


Ensuite nous étudierons des équations intégrales à noyau polaire 
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d’ une forme spéciale. Dans le cas d’une variable indépendante L 
s'agira d'équations de la forme . À ES 


nr 


p(9— TES LP) dt O<a<n, 


où Z (s, t) est continue dans ko: : on cherchera des solutions continues 
en supposant que f(s) est continue. Dans le cas bidimensionnel 


g(P)= 5 (P)+ A [| EE @ (O) dx dy, 
B 3 


où O0<a<2,r(P, Q) est la distance séparant les points P et Q 
du domaine B, l'intégration s’effectuant par rapport au point Q. 
Les équations à noyau polaire se présentent sous une forme analogue 
dans un domaine à trois dimensions, sur une surface ou plus géné- 
ralement dans un domaine à n dimensions. 

Ensuite, en utilisant l’intégrale de Lebesgue, nous étudierons 
les équations intégrales dans la classe Z,(t. IT [VI-1-8]) sous des 
conditions qui seront précisées dans la Suite: 

Soit la « transformation intégrale » (« DEPAONE Li »). 


b 


vO= [EGP 23) 


a 


K (s, t) étant supposé continu dans #,, toute fonction  (t) continue 
dans l’intervalle [a, b] se transforme en une fonction continue 1 (s). 
De (23) il vient 
b : ‘ 
Vs+)—p(9= | IK (542, 9 —H (6, #1 p (D dt. 


a 


Considérant que seule l'intégrale de |  (t) |? a une valeur finie et 
utilisant l'inégalité de Bouniakovski-Schwarz, on obtient 


b 


b 
lp (s+A)— (5 P< L: (SLA, DK (s, pPa |1e@ Far. 


a 


Dans le second membre, le deuxième terme est un nombre et la 
continuité de XÆ (s, t) entraîne celle de w (s), i.e. l’opérateur (23) 
transforme toute fonction  (t) jouissant de la propriété mentionnée 
plus haut en une fonction 4 (s) continue dans l'intervalle [a, b]. 
De ce qui précède il résulte que lorsque les fonctions XÆ (s, t) et f (s) 
sont continues, il est tout naturel de chercher la solution q (s) dans 
la classe des fonctions continues. 


2% 
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: ‘On remarquera que l'opérateur (23) est « linéaire », i.e. si c; 
(i — 1, ..., m) sont des constantes, on a 


b m m b 
[AG DD ap @ = ci |K (98:06 &. (24) 
a i—=1 i=1 a 


Si f(s) #0, l'équation (22) est dite non homogène. Ecrivons 
l’équation homogène associée: 


N] 
p(=2 | Æ (5, 2 9 (0 dt. (25) 


Elle admet une solution évidente œ (s) =0 que nous appellerons 
solution nulle. Comme nous l’avons mentionné dans [1-2], {a valeur 
À — À, pour laquelle l'équation (25) admet des solutions non nulles 
s'appelle valeur caractéristique du noyau ou de l'équation intégrale 
correspondante, et toute solution non nulle de l'équation 


b 
P(9= do | Æ(s, 2 p (0 dé (26) 


est la fonction propre correspondant à la valeur caractéristique À = À. 
On remarquera que À, ne peut visiblement pas être nulle car À = 0 
entraînerait, en vertu de (25),  (s) =0. Puisque l'équation (25) 
est linéaire et homogène par rapport à la fonction inconnue, si 
1 (S), Pa (S), + - ., Pm (s) sont des fonctions propres correspondant 
à la même valeur caractéristique À — À,, alors la fonction 


p (s) = is (5) + CaPa (S) +... + CmPm (S); (27) 


où c,; sont des constantes arbitraires, est également une fonction 
propre correspondant à À — À,, si seulement l'expression (27) n’est 
pas identiquement nulle par rapport à s. Si les fonctions ©, (s) 
(= 1,..., m) sont linéairement indépendantes, alors @ (s) =0 
dans le cas seulement où toutes les constantes c, sont nulles. On 
montrera plus loin qu’à toute valeur caractéristique correspond 
un nombre fini de fonctions propres q, (s) (p = 1, 2, ..., k) linéai- 
rement indépendantes, de sorte que l'expression 


p (s) — Cia (S) + Ca Pa (S) + - . . + car (s), (28) 
où c, sont des constantes arbitraires non toutes nulles, donne toutes 
les fonctions propres correspondant à la valeur caractéristique À = À,. 
On dit alors que les fonctions ®, (s) (p = 1, 2, ..., k) forment 
une base de solutions de l’équation homogène (26). Si l’on opère 
une transformation linéaire sur la base @, (s), soit 


%p (S) = Ap1P1 (S) + ApaPe (s) +... + apr (s) 
(D =1; 2, 2:50), (29) 
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le déterminant || 4,4 || étant non nul, les 1, (s) forment une autre 
base de solutions de l’équation homogène. En particulier on peut 
appliquer au système de fonctions ®, (s) l’opération d’orthogonalisa- 
tion et ce faisant considérer que la base forme un système fini ortho- 
normé. 

1-5. Noyaux itérés. Dans la suite nous serons conduits à exami- 
ner des opérateurs intégraux de la forme: 


Ÿ(s) = K (s, 1) P (#) dt, (30) 


D © 


que l’on notera brièvement : = Ko. Nous avons déjà dit que cet 
opérateur était linéaire, i.e. 


K (c1P1 + CaPe) = Ki + CoKQu (31) 
où c, et c, sont des constantes. .é 
Supposons que l’on ait deux opérateurs ane à LOYAUX 
continus : 


| 4 | 
v(9= | K(s, Du (9 dt, vi(s) = | L (s,t) 0 di. (32) 


Om) © 


Désignons-les par les symboles XÀ et L et supposons que LXK [u (t)] 
ou plus simplement LÆXu soit un opérateur obtenu en appliquant 
successivement à la fonction x (t) l’opérateur X, puis l’opérateur Z. 
Soit à déterminer le noyau de cet opérateur. On a 


LK [u (t)] = Le: at | KES à] — | 


“| Fi L(s, tr) Æ (ta, ?) dis | u (#) dt. 


Donc le noyau de l'opérateur XL a pour expression 
b 
K (s, t) = | L(s, t:) K (ti, t) dta. | (33) 
Par analogie le Hs de os a 7. expression 
b 
L (s,t)= | K (s, t) L (ti,t) da. (34) 
D'une façon générale L (s, t) est différent de À (s, t), i.e. l'opérateur 


LK est en général différent de XL. Si l’opérateur LK est CD Ont 
avec ÆÀL on dit alors que ces opérateurs commiutent. 
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.. Introduisons des noyaux itérés correspondant aux puissances 
entières positives de l’opérateur À et pour des raisons de symétrie 
Et le noyau: X'(s, X pe K, (5, t): 

b 
K, 6, D=K(e, 1); Kn 6, D=(x n1(54)K(4,bd4. (35) 
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Le noyau X, (s, t) est le noyau de l'opérateur X". En particulier 


b n 
K;(s, D — Îk 6 1) K (4, D dt, 
| | : b 
K(s,9= | É K (6,4) K (le, H)Æ (ts ds dt, 


et en n général 


b b Dot CR OS nt 
K, «6 60 | | . Î Ke, bas) K(tnistne) ve 


Kb, 1) K (ti, à) dti dt. din. 


L'ordre d'intégration importe peu. On a de toute évidence 

k one : : : bo. L 

ee RE D= (x, (s, %) y (t, à) dr. (36) 

4 ; a : 1. , 

Pour obtenir X, (s, t) il faut effectuer (p — 1) intégrations; pour 

K, (s, t) il faut (g — 1) intégrations plus une intégration par rapport 
à T. Introduisons les notations suivantes: 

b b DL: 
P?= | | LE (s, #) ds dt, (37) 


a «a 


P =0 (on suppose bien entendu que Æ (s, t) 5€ 0). En intégrant 
successivement et en désignant pour abréger 
S 1 


: b 1 
CE (fre 5 P a) , RO=(TIK(G.DFas)", 


on obtient 


CS 


° à: 7 db 
P?= | Q (s) ds — | R2 (0) dt. (38) 


= On se propose de définir et d'évaluer successivement les noyaux 
ilérés en utilisant (35) et l'inégalité de Bouniakovski-Schwarz 
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(t. IE [VI-1-8)): 


, b , 
RG D PTE (6, 4)K (4 pdf < OR. 


b 
K, (s, 1) p=| | K; (s, 4) K (tt) dés l< 


b b 
< | Q%(9 R2 (4) dt | LE (, Pau, 


a 
d'où 
| b 


Ka (s, D PL (9 RE (41) dése R? (+) = Q® (s) R? (0 P?. 
Par ailleurs 
b 
IKi( D F=] | Es, 4) K (4,0 dif < 


D 


<Û © Re(u) P° “due «] LA (4,0 P di, 


©" 


_& 


d’où 
| ÆK, (s, ?) FF < O7? (s) À? (+) P* 
et en général | 
LÆn+a (s, à) P & Q? (s) R? (6) P°** 
où | Kn(s, D | Q(s)R () PT | 
(nee), 
Soit la série 


RG Ne À Knu (ON (if DE (50) (89) 


La fonction X (s, t) étant par hypothèse continue dans #,, les fonc- 
tions positives Q (s) et R (t) sont continues et donc bornées dans 
la, b], i.e. il existe un nombre positif M tel que Q (s)et R(t) << M 
Donc 

| Knta (6, D 1 M?P°+ (40) 


et la série des modules des termes de la série (39) est uniformément 
convergente en s et en { dans LA tt 
1 


LA PA, je. hi<[| [KG ie (41) 
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i.e. la série (39) est uniformément et absolument convergente sous 
la condition (41). D'une façon générale, si les modules des termes 
d’une série forment une série uniformément convergente, on dit 
que la série initiale est régulièrement convergente. La convergence 
régulière entraîne la convergence absolue et uniforme de la série (39). 

Par R (s, t; À) nous avons désigné la somme de la série (39). 
Nous appellerons cette fonction résolvante du noyau X (s, t) ou de 
l'équation intégrale. La résolvante est continue dans k, sous la 
condition (41). 

Nous nous dr n maintenant de résoudre l'équation 


TOTAL +) p (0) dt, (42) 


qui contient le paramètre complexe À, par la Héhode des applica- 
tions successives en cherchant la solution sous la forme 


P(S)æ 2: En (5) nu. | (43) 


et en identifiant les coefficients d’une même puissance de À. Si les 
termes de la série (43) sont des fonctions continues dans [a, b] et 
que cette série soit uniformément convergente, alors sa somme 

p (s) est solution de l’équation (42). En appliquant le procédé indiqué 
She haut, on obtient 


.- | 
Po (= 568), qu(s)= | K (6, 2 go ( dt 
et en général | 


b 
Pn (5) = ] K (s, 6) Qn-1 (6 dt. 
Exprimons maintenant’ Pn a, directement en fonction de f (s): 


a | K (6 à) () des 


b b b 
qe) | Ÿ EG OK (E #0 FG) du dt= | Ka (s, 4) 7(E0 dis 


"a 


d’une façon générale 


bd 
Pn (s) = Î Kn(st)f(@d (n=1,2,...) (44) 
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La somme (43) est donc de la forme 
b co 
PE (9+A TD Aus, Da] 70 à. 
a n—=0 
La série (39) étant uniformément convergente sous la condition (41); 


nous pouvons affirmer que l’expression ci-dessus est celle de Ia solu- 
tion continue de l’équation (42). Cette expression peut encore s’écrire 


b 
P= (+2 | R(2: 0 (0 à. (45) 


I-6. Relations intégrales pour la résolvante. Théorèmes d’exis- 
tence et d’unicité. On se propose maintenant de prouver que la 
résolvante R (s, t; À) définie sous la condition (41) satisfait comme 
fonction de s ou de t aux deux équations intégrales suivantes: 


b \ 
R(s,t:=K(s,t)+A | K(st)R(4t:A) dt, 
: | (46) 





b 
R(s,t:)=K (s, D+2 [ka 1) R (s, t: À) dé. 

J j 
Pour vérifier la deuxième équation par exemple, multiplions les 


deux membres de l'expression (39) par X (t, x) et intégrons par 
rapport àt: 


b co b . 
| R(s,t:A)K(t, 2) dt= Ÿ 1 | Kau (s, D K(t, x) dt 
a n—0 a 
ou 
b | 00 
[REHNE(G, Hd Y 


n—0 


K'n+2 (s, T) A7. 


Multiplions les deux membres par À: 
b l L co 
à | Rs: NK(E, 2) dt= D Km (s, 2) At, 
a n=0 


ou, en remplaçant la variable de sommation n par (n — 1) et en 
commençant la sommation par n — 1 

b co 
à | R(st; A) K (a) dt= S Ka (s, a) A. 


a n=1 
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En vertu de (39) on peut écrire cette égalité sous la forme 
b 
x | R(s,1: M K(E, x) dt=R(s, x; 1)—K(s, 2), 
a 
ce qui nous donne la deuxième des équations (46), mais avec d’autres 
variables. On vérifie de même la première des équations intégrales 
pour la résolvante. 

Jusqu'ici nous n’avons défini la résolvante que pour les valeurs 
de À réalisant la condition (41). Dans la suite nous verrons que la 
résolvante existe dans le plan tout entier de la variable complexe 
À, à l'exception de certaines valeurs isolées de à, et qu'elle y vérifie 
les équations (46). Pour cette raison donc il est très important de 
démontrer le théorème d’ existence et d'unicité uniquement à partir 
des équations (46): 


Théorème. Si pour une valeur de À il existe une 
fonction R (s, t; À) continue dans le carré k, et vérifiant l'équation 
(46), alors l'équation (42) admet pour cette valeur de À une solution 
unique qui est définie par la formule (45). 


Décomposons la démonstration en deux parties. Montrons tout 
d’abord que si (46) est réalisée, toute solution de l'équation (42) 
s'exprime au moyen de la formule (45). Cela nous donnera l’unicité. 
On vérifiera ensuite que la formule (45) donne effectivement la solu- 
tion de l’équation (42). 

Soit œ (s) une solution quelconque de l’équation (42). Multiplions 
les deux membres de (42) pe AR (x, s; À) et intégrons par rapport à s: 

b 


AÛR(, s: À) @(s) ds = are D 1 (9) ds+ 


x | fi AR (x, s:À)K (s, s) ds | p (9 dt. 


Compte tenu de la seconde des nature (46), nous pouvons écrire: 
b s : 
à | R(x,s:DEK(S, D ds=R(z,t; À)—K(x,t), 


et la précédente formule s'écrit alors 


b 
à ÜR(e, 532) p(s ds= 
’ b b 


Le] 
=, | Rx, 532) 1 (5) ds+2 | Re: 090 p di | K (x, 9 p (0 di. 


a a a 
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En réduisant les termes semblables dans les deux membres de l’égalité 
et en remplaçant en vertu de (42) 
RE . b 
1 ÜK (Do d=ç(#—f (0, 


a 


on obtient la formule (45). 

Prouvons maintenant que la fonction œ (s) définie par la for- 
mule (45) obéit réellement à l'équation (42) si la condition (46) 
est réalisée. 

En substituant l’expression (45) dans l’équation (42) et en portant 
tous les termes dans le premier membre, on obtient 


Es 
f(9+2 | R(s,t;à)f(t) d— 


b b 
EAUX | K (s, 1) [r@+ | R(tti3)f(6) dt | dt=0 


À re © 


R(s,t; _ )f (0 dt— 


ne . | 
— [K(s,8f(@ &-1 | [ke D R(t 45 À) f(H) dt dti 0, 


a 


ce qu’on peut écrire sous la forme 
 . db Le b . 
J[R(4:h—K (9-2 TK (6,2) Ru, t: à du] à 


or cette égalité a effectivement lieu, puisque l'expression entre 
crochets est identiquement nulle en vertu de la première des équa- 
tions (46). Ceci achève donc la démonstration du théorème. 

Puisque pour les valeurs de À satisfaisant à la condition (41) 
nous avons construit une résolvante vérifiant les équations (46), 
nous pouvons affirmer que pour les valeurs de À réalisant la condi- 
tion (41), l’équation (42) admet une solution unique et que cette solu- 
tion est définie par la formule (45). Ce qu’on aurait pu démontrer 
directement. 

1-7. Dénominateur de Fredholm. Nous avons déterminé la résol- 
vante uniquement dans le cercle | À | << P-! du plan complexe À. 
Dans la suite on montrera qu’elle peut être analytiquement pro- 
longée dans le plan À tout entier, que ses points singuliers ne peuvent 
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être que des pôles et qu’elle satisfait aux équations (46) pour toutes 
les valeurs de À à l’exclusion des pôles. On construira à cet effet 
une fonction entière D (À) telle qu’en la multipliant par la série (39), 
on obtienne une fonction D (s, t; À) de À entière elle aussi. La résol- 
vante se présentera donc sous la forme d’un rapport de deux fonctions 
entières de À: 


R(s,1:h= C2. | (47) 


i.e. une fonction fractionnaire ou une fonction méromorphe de 
À (t. III, [II1-9]). Si l'équation D (1) — 0 ne possède pas de racines, 
alors R (s, t; À) est une fonction entière de À et la série (39) est 
convergente dans le plan À tout entier. Puis après avoir construit 
D (à) et D (s,t; À) on examinera en détail le deuxième membre 
de (47). Pour construire D (À) on remplacera l'intégrale qui figure 
dans l'équation (42) par une somme intégrale finie. Ce changement 
est, rigoureusement parlant, impossible et les raisonnements qui 
vont suivre ne feront pas office de démonstration, mais serviront 
simplement à nous mettre sur la voie pour déterminer la forme de 
D (à). 

Divisons l'intervalle [a, b] en n intervalles partiels égaux de longueur 
ô — _ . Introduisons les notations suivantes pour les points de subdivi- 
+ pour les valeurs prises en ces points par les fonctions figurant dans l’équa- 
10n : 


s;—=a+i 





b—a 
n 





5 fi=f(si); qi=q(si); Kpg—=X (Sp; Sq) 
(i, p,q=1,..., n). | 


En remplaçant l’intégrale par la somme correspondante de Riemann, on obtient 
l'égalité approchée: 


p(s)=f(s)+2 DK (5, sg) Paô. 
g=1 


En remplaçant la variable indépendante s par s, dans cette égalité, on obtient 
un système de nr équations du premier degré aux inconnues Ps, : . +, Pn! 


“ 
Pp=/fp+àÀ > KhgPaô (Pp—1,..., n). 
a 


En appliquant le théorème de Cramer (t. III, [1-2-1]) on obtient le déno- 
minateur suivant : 


1—NK16 - —NK42ô ...  —XKinô 
—À1K 310 1—2XK 390 …. —ÀKon0 


ee + + + 


Dh (A) = 


1-7. DÉNOMINATEUR DE FREDHOLM 29 


En appliquant à ce déterminant la formule de décomposition (t. ILI, [1-1-5]) 
pour les déterminants de la forme 








Qu+T 42 +. Ain 
dy Ga + Gon 
9 
ani An Ann +? 
et en faisant z—1 et a;j— —ÀK;;6, on obtient : 
ji. À ju 
y À La P4P4 P{Po | co 
Dnmt=tr D Enôtsr À |x, + [ee 
Py=1 P4 Po 271 22 
. Ko, L14Po PYPn 
Ve ss Kid rs : 
= = 1 P 
Pire. Pn=1 
Ko p, KP, K, Pn 


Introduisons les notations suivantes pour simplifier les calculs : 


K(xs, y1) K(t4 ya) ... K (tt Yn) 
K ( T9 +. ne K (xs, ya) K (te, ya) <.. K(tïas yn) . 


49 
Ya Ya +. Un M 


K (ëns 91) K(£ns va) +. K (tn; Yn) 
(n=1,2,9,::.) ; 


Considérons successivement les termes du second membre de (48). La somme 
n 


ñn 
1 == ART 
= Kpp 9 = D K (ti Ti) Ô 
Pi= ii 


est la somme de Riemann pour l'intégrale 


b 
| K (£4, ti) dti, 
a 


et lorsque n —+ © elle tend vers cette intégrale. D’une façon analogue la somme 











7 K K 
S P4P4 P4Po 52 
Ko, pp 
est la somme de Riemann pour l'intégrale 
| b b EG t) E 
ts t4 (1 ta) 
di dt 
| Î Kits 4) Kfiut)l ? ? 
a «a 


etc. 
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A la limite donc la formule (48) nous conduit à la série entière 
en À: | | 


Lo,e] 


| _ 
DU=1+3 (1 a, (50) 
n=1 É 
où 
b b b 
_. to... tn re | 
d=(f...fa(te rad a, (51) 
a «a a 
et 
x |} Lo . de 
os ete 


est déterminé au moyen de la formule (49). 

Toutefois pour que les raisonnements qui nous ont conduits à la 
série (50) aient la rigueur voulue, nous devons encore démontrer 
deux choses: d’abord que la série (50) est convergente dans le plan 
de la variable complexe À tout entier, i.e. est une fonction entière 
de À, et ensuite que le produit de la série (39) par la série (50) donne 
aussi une fonction entière de À. 

Evaluons les coefficients d,. L’intégrande de (51) est un déter- 
minant d’ordre n dont chaque élément K (t;, t,) est inférieur en 
module à un nombre positif M. Le théorème de Hadamard (t. III, 
[1-2-91) et la majoration ordinaire d’une intégrale multiple donnent 


la 17 LM (b — a)r. 


Donc les termes de la série (50) sont inférieurs en module aux 
nombres positifs : 
LA 


n! 


a [M (b— a)]". (92) 


Prouvons que ces nombres forment une série convergente. En 
divisant chaque terme par celui qui le précède, on obtient 
n+i 


2 : 
_[AÏ|M(b—a) TL 
ME—0= 7 (1+-) 


ee 
2 





A e Ld . e. . À Le 
Lorsque n croît indéfiniment, l'expression (1 + —)? tend vers 


Ve (t. I [I-2-141) et le rapport écrit tend vers 0, ce qui entraîne 
la convergence de la série (52) quel que soit À. Donc la fonction (50) 
est une fonction entière de À. | 

La fonction D (À) a été déduite du dénominateur de Cramer 


x 


par passage à la limite. On supposera donc tout naturellement 
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qu'elle est dénominateur de la résolvante R (s, t; À), i.e. le produit 
de la série (39) par D (À) donne une fonction entière de À. En défini- 
tive on obtient une série dont les termes ne sont plus des nombres 
tels D (À), mais des fonctions de (s, f{). Introduisons la notation 
suivante pour cette série: 


D(s,t; À) =K{s, p+S —wyi _dn , t). (53) 
n=1 
Les séries entières (39) et (50) sont convergentes dans le cercle (41). 
Donc la série (53) qui est leur produit l’est également dans ce cercle. 
Etant absolument convergentes, les séries entières peuvent être 
multipliées terme à terme et l’on obtiendrait alors des expressions 
pour la détermination des coefficients d, (s, {) par un simple produit 
des séries mentionnées, cependant pour la commodité des calculs 
ultérieurs nous allons agir autrement. Multipliant les deux membres 
de la première des équations (46) par D (À), on obtient: 
b 
D(s,t: =K(s, D D(+A À K(s,t)D(t,t: hd. (54) 
a 
En remplaçant D (à) et D (s, t; À) par les séries (50) et (53) et en 
comparant les coefficients des mêmes puissances de À, on obtient 
la formule suivante: 


b 
ds, D=K(s, Ddr—n | K(s,t)dnulu dt (n=1,2,3,...), 


(55) 

qui permet de calculer successivement les coefficients d, (s, t) 

à condition de poser préalablement d, (s, t) = K (s, t). On remar- 

quera que de toute façon la série (53) est absolument et uniformément 

convergente en (s, t) sous la condition (41), puisque les termes des 

séries (39) et (50) sont inférieurs aux termes positifs d’une série 

convergente. Il est donc possible d’intégrer terme à terme le second 

membre de la formule (54). En faisant n — 1 dans (55), il vient: 
b b 

di(s, —K(s,t) | K (4, 4) di— À K(s, 2) K (, td 

a 


-Î 8, o K(s,t,) 
K (1, 


dt, 
K (4, ti) ' 


ou compte tenu des notations (49) 


b ne 
a(s,9= [K F ,) dés. 
u 1 
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Pour n — 2 la formule (55) donne 
b b bd b 
ds, D=K(s, | [x( e) dt dt —2 | Îk6, DK} ñ) dts dt. 
| Ji nee) ) th 


Moyennant des transformations élémentaires, on obtient la formule 


« 


analogue à la précédente : 


b b 
a 640= | ERRNETT 


a 


Montrons que quel que soit nr entier et positif on a: 


bb b 
_—. $ lt lo Ca L ln ‘ 
dm 6, ÿ E Î Ï Ds Ï É L li Lo .…. à dés da ei dire fs 


Nous avons montré plus haut la validité de cette expression 
pour n — 1. Désignons par d? (s, t) l’expression figurant dans le 
second membre de la formule (56). En vertu de ce qui vient d'être 
dit: df(s, t) — di (s, t). Prouvons maintenant que d; (s, t) vérifie 
le même expression : 

b 


ds, D=K(s, Ddn—n | K(s, tdi di (55) 


que dh 6, t). En vertu de (55) et (55.), d, (s, t) et du (s, t) (n — 
= 3 .) sont définis successivement "d’ une seule manière et 
d' (s, t) — = à (s, t) entraîne dA (s, t) — d, (s, t). quel que soit n. 
Donc la démonstration de la formule (56) se ramène à celle de l’ex- 
pression (55.), où da (s, t) est le second membre de la formule (56). 

Remarquons tout d’abord que si dans le symbole du premier 
membre de (49) on permute deux x; ou deux y;, le déterminant (49) 
changera seulement de signe, car cette opération équivaut à la 
permutation de deux colonnes ou de deux lignes. En dévelop- 
pant le déterminant de la formule (56) suivant les termes 
de la première ligne et compte tenu de la remarque que l’on 
vient de faire, on peut écrire que 


S Éd ss bn Ti ses Ün 
x (, r]=k6,0k = 


t horde 
el-K6, x ( t Te) 


EG 5 En2A ln 
—...—K(s, 11) K L 
Ha 


li d 
—K (5, t1) K ( t 


PAPE DIT 2 TRIER AV PAESPNNRE PISE PONT ZE Se PS PA * 


Rte 
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En intégrant les deux membres de cette expression par rapport 
à tous les t;, en changeant dans le second membre la notation des 
variables d'intégration et compte tenu de la remarque faite précé- 
demment, il vient 
di (s, t)—=K(s, t) dy — 
b b b — + 
nf {fre 4)K (* +) dd... de, 
! Hat 


a «a Le nm; 


et l’on retrouve l’expression (55,). La formule (56) est donc démon- 
trée. En appliquant au déterminant de la formule (56) le théorème 
de Hadamard, on obtient la majoration suivante 
n+1 
[dh (s D 1< (nr +1) ? M°#(b — a)". 
En reprenant mot à mot les raisonnements pour (50), on montre 
que la série (53) donne une fonction entière de À et quel que soit À 
elle converge absolument et uniformément en (s, t) dans 4. 
Puisque 
R(st; AD(Q)=D(s1; 1), 


si est remplie la condition (41), on a pour ces valeurs de À: 


. 1 D(s, 6; À) 
R (s, t À) == DA ‘: 
Le second membre de cette formule est le prolongement analyti- 
que de la fonction R (s, t; À) sur tout le plan de la variable com- 
plexe À et montre que la résolvante est une fonction rationnelle 
de À. Notons que le dénominateur de la formule (57) qu’on appelle 
dénominateur de Fredholm ne dépend pas des variables (s, t). 
Indiquons quelques conséquences des formules précédentes. De 
(51) et (56) il résulte immédiatement : 
b 
dnti= | dn(s, s) ds. (58) 
a 


Remarquons qu’il existe une méthode simple de calcul des 
coefficients d, et d, (s, t). En faisant n — 0 dans la formule (58) 
et puisque do (s, t) — K (s, t), on obtient d,. En faisant ensuite 
n — 4 dans la formule (55), .on tire d,(s, t) étant entendu que d, —1. 
La formule (58) nous donne d, pour n — 1 et la formule (55) d, (s, t) 
pour nr — 2, et ainsi de suite. Si dans la formule (53) on faiti =s 
et que l’on intègre les deux membres par rapport à $ il vient en 
vertu de (58): 


(57) 


De, « À) ds — es Eee — dr 


a n=1 


3—0727 
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ie. en vertu de (50) 


ue 
D' (à) = — | Ds, 5; À) ds. Spa (59) 


On remarquera que la continuité de d, (s, t) dans k, découle de (56) 
et celle de D(s, t; À) dans k, de la convergence ‘uniforme de la 
série (53). 

En vertu de (57), (59) et des notations suivantes 


b b 
A | Ke dde A= À K(s, s)ds, 
on aura 
RS 
d’où puisque D (0) = 1 
(añ+as +43 res) 


DD= 
Les Sombre A, portent ie nom de traces des noyaux itérés X, (s, t) 
(n = 1, “): La série de l’exposant converge sous la condition (41). 


Si l’on décompose le second membre de la formule suivant les puis- 
sances de 12 au moyen du développement ordinaire de e° Ë 


: , n 

rie SE { A+ A + 45 +.) 

 DA= $. D 
. .n=0. . 

on obtient un développement dans tout le plan À (unicité du dévelop- 


pement en série entière) et les coefficients d, ne seront fonctions 
que des traces À,, 4,, ... De la relation 


DR: =R(St; DD 


il éstitée que les coefficients d, (s, t) figurant dans le. développement 
de D'(s, t;À) peuvent être exprimés en fonction Se traces 
An À A, et des noyaux X, (s, t), K,(s, t), ..., Kh- (s, t). 

Les fonctions entières D (À) et D (s, t; 1) peuvent es "dévelop- 
pées dans le plan À tout entier suivant les puissances entières non 
négatives (À — À), où À, est un nombre complexe fixe quelconque. 
Par exemple, a 


D(s,t 1) =D(s, # lo) +2 PE Do C— Gi 
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_— à) | => = LS D Q=1). 


De la majoration je da (s, t) il vient etant que la derfièré 
série converge uniformément dans k, quel que soit X, et nous pouvons 
affirmer que les coefficients du développement de D (s, t; À) suivant 
les puissances (À —À,) sont également des fonctions continues 
dans k,. 

I-8. Equation de Fredholm pour À quelconque. Considérons 
l'équation (54) obtenue en multipliant la première des équations (46) 
par D (À). Les équations (46) n’ont été déduites que sous la tondi- 
tion (41) et nous pouvons donc affirmer que les deux membres de 
l'équation (54) sont confondus sous la condition (41). Or, en vertu du 
principe fondamental du prolongement analytique, si deux fonctions 
entières sont confondues dans un cercle quelconque du plan de la 
variable complexe À, elles le sont aussi dans ce plan tout entier 
(t. III, [1-18]). En divisant les deux membres de (54) par D (à), 
on constate que la résolvante vérifie la première des équations (46) 
pour toutes les valeurs de À qui n’annulent pas D (à). Dans ce dernier 
cas, l'expression (57) n’a pas de sens. On s’assurerait. de la même 
manière, en utilisant le prolongement analytique, que la résolvante 
vérifie la deuxième des équations (46) pour les valeurs ci-dessus de À. 
Si donc À est distinct d’une racine de D (À), les équations (46) admmet- 
tent une solution continue. En utilisant le théorème d'existence et 
d’ unicité de [I-6], on obtient le théorème suivant : 


Théorème. Si À n'est pas racine de D (à), de el 
que soit f (s) l'équation (42) admet une solution unique dont l'expression 
est donnée par la formule (45) où R (s, t; À) est HÉRPRUREE par la 
formule (57). 


Supposons maintenant que À — À, est racine de D (À). Il se 
peut qu'elle soit également racine de la fonction D (s, t; À) quels 
que soient (s, t). On se propose de montrer que la multiplicité de 
cette racine au numérateur de (57) est nécessairement inférieure 
à sa multiplicité au dénominateur, d’où il résultera que toute racine 
de D (À) est un pôle de la résolvante. 


Théorème 2. Toute racine À, de la fonction D GA est un 
pôle de la résolvante. 


Soit À, une racine de D (À) de multiplicité k, i.e. 
D () = (à — ko)" Do (À) [Do Qo) Æ 01. 
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Supposons qu’elle soit racine de D (s, t; À) de multiplicité [, i.e. 
D (s,'t; À) = (A — A) Di (s, t: À), 


où D, (s, t; À) est une série des puissances entières positives de 
(à — À,) dont le terme libre est non nul pour certaines valeurs de 
(s, t). On rappelle que À — À, est une racine de la dérivée D’ (à) 
de multiplicité (4 — 1). La formule (59) donne 
b 
1 OA EE LE PL | D (, 5: À) ds. 


a 


Le premier membre admet À — À, pour racine avec la multiplicité 
(k — 1); dans le second membre figure déjà le facteur (À — À)! ; 
or il se peut qu’une intégration par rapport à s fasse encore apparaître 
une puissance entière positive de (À — À). Ceci nous conduit à l’iné- 
galité l! & k — 1, i.e. si À — À, est racine du numérateur de (57), 
la multiplicité de cette racine est de toute façon inférieure à k et la 
fraction admet pour pôle À — À,. On remarquera que le terme libre 
du développement de D, (s, t; À) suivant les puissances de (À — À,) 
est une fonction de (s, t). Cette dernière peut s’annuler pour certaines 
valeurs de s et t, mais elle n’est pas identiquement nulle, car s’il 
en était ainsi, À — À, serait racine de D (s, t; À) avec une multipli- 
cité supérieure à L. Le théorème que nous venons de démontrer peut 
être formulé d’une façon plus rigoureuse: il existe des valeurs de set t 
telles que À — À, est un pôle de la résolvante. 

Nous avons prouvé que toute racine À, de la fonction D (À) 
est un pôle de la résolvante. Supposons que c’est un pôle de multi- 
plicité r. Dans le voisinage du point À — À, on a le développement 


suivant: 


. __ er (s, t) d_r+1 (s, t) a ae? 2 
R (5, t; D = Re Gr de pere À 


+ D'ai(s, t) (À — do)", 
i=0 
où le coefficient a_, (s, t) n’est pas identiquement nul dans k,. 
De ce que nous avons dit à la fin du [1-7] découle la continuité 
des fonctions a, (s, t) dans k,. 
En portant le développement de R (s, t; À) dans la première 
des équations (46), en multipliant les deux membres par (À — À,)” 
et en posant ensuite À — À,, on obtient 


b 
a-r (S, t)} = | K'(s,t1) a-r (t1, t) dti. 
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Donc le coefficient a_, (s, t) comme fonction de s est,”quel que soit 
t, solution de l'équation homogène 


b 
p()= 0 | (6, 9 p(D dt. (60) 


Comme la fonction a-_,(s, t) n’est pas identiquement nulle, on 
obtient le théorème suivant: 


Théorème 3. Si À, est racine de D (à), alors l'équation 
homogène (60) admet des solutions non identiquement nulles. 


Donc toute racine de D (À) est une valeur caractéristique de 
l'équation intégrale, i.e. l'équation homogène 
b 
PORT (6, Do à (61) 


a 


admet des solutions non nulles. Si par contre À n’est pas racine 
de D (à), alors en vertu du théorème 1 l'équation (42) admet une 
solution unique quel que soit f (s) et en particulier l’équation homo- 
gène (61) n’admet que la solution nulle. Autrement dit À n'est 
une valeur caractéristique que s’il est racine de D (À). 

Nous avons donc le 


Théorème 4. Les valeurs caractéristiques de l'équation inté- 
grale sont racines de D (à). 


La fonction entière D (À) ne peut admettre qu’un nombre fini 
de racines dans tout domaine borné du plan complexe à, i.e. 


Théorème s. Tout domaine borné du plan À ne peut contenir 
qu'un nombre fini de valeurs caractéristiques. 


Mentionnons encore une formule qui nous sera utile dans les 
applications. On suppose que le terme libre de l’équation (42) peut 
être mis sous la forme 


b 
f@= ŸK(s, 10 (à, (62) 


où @ (t) est une fonction quelconque. 
En supposant À différent d’une valeur caractéristique, la solution 
‘de l'équation (42) s'écrit en vertu de (45) 
b b b 
E(s) = Îk 6, +) & (9) dt-+ à 


a 


R (s, Î; À) K (4, Li) © (ti) dt dti. 


CRETS 
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La: deuxième , des équations (46) donne 


b o, 
À | R(s.t D K(t, t)dt=R(s, ti 1) —K(s, ti); 
a Fi 7 
en portant cette expression dans la précédente, nous obtenons finale- 
ment, une expression simple pour la solution de l'équation. (42): 
PO= {RG to, (63) 
Le En de LE ® : r à à 
à condition que le terme libre de l'équation soit déterminé par la 
formule (62). + MUR RTE + RE 
1-9. Equation intégrale adjointe. Pour approfondir davantage 
la théorie nous allons. outre l’équation (42) étudier une équation 
intégrale qui se distingue de l’équation (42) par le fait que l’intégra- 
tion s’effectue par rapport à la première variable du noyau. Dési- 
gnons le terme libre de cette équation par g (s) et la fonction à déter- 
miner par 4 (s): 


VO=rO+A| KG DpOd (64) 


Cette équation est appelée équation adjointe de l'équation (42). 
_‘Ecrivons l’équation homogène correspondante: or 


, 1h 
DORA sp de. (65) 


En conservant les mêmes notations pour les arguments du noyau, 
nous devons déterminer le noyau de cette équation au moyen de la 
formule suivante: 
| K (s, t) = K (t, s). 

Le symbole (49) du noyau X, (s, t) se déduit du même symbole 
pour Æ (s, t) en remplaçant x; par y; et vice versa, i.e. 


k (7 mr f a 


Yi Ye -.. Un Ti Lo «ee Ln 


Les formules (51) montrent que le noyau K, (s, #) possède les mêmes 
coefficients d, que le noyau K (s, t), et de la formule (56) il s'ensuit 
que les coefficients d, (s, t) du noyau X, (s, t) se déduisent des 
coefficients respectifs de Æ (s, t) par une simple permutation des 
arguments s et &. Nous constatons donc que le numérateur et le 
dénominateur de (57) dépendent des mêmes variables pour l'équation 





: 
: 
à. 
4 
; 
: 
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adjointe (64) et pour l'équation (42): 


Dis t; À) =D{(t, s; À); Do (à) = D @, de 


i.e. le numérateur se déduit par permutation des arguments set t; 


quant ‘au dénominateur de ‘Frédholm de l'équation ‘adjointe (64) il 


est le même que celui de l'à juation (42). Ce qui entraîne entre autres 
que l'équation adjointe aie et ‘les mêmes vûleurs caractéristiques que 
l’équation principale. 

Tous les théorèmes formulés dans [1-8] sont, évidemment valables 


pour l'équation adjointe.. D’ autre part, compte, tenu de ce ue a été 


dit plus haut ils “énsuit,: 


Théorème 6. Déañon homogène. (60) et: son équation 


adjointe (65) admettent ou bien une seule’ 0n00 nulle ou bien de 


solutions non nulles. 


I-10. Cas d’une si caractéritique. Le one, 4 fournit 
une réponse complète sur la solution de l’équation (42) dans le cas 
où À n’est pas valeur caractéristique. On se-propose d'examiner dans 
ce paragraphe le cas où À est une valeur caractéristique. 

Supposons que À soit une valeur caractéristique et que l’équation 
non homogène (42) admette q (s) pour solution. Multiplions les deux 
membres de (42) par une solution quelconque (s) de l'équation 
adjointe homogène (65) et DH Le rapport, à s: — 

b° 
je orwa [rove «pire CLICS 


.4 


D’ après (a on a 
b 


b 
lrovoa (rov0 a+ (+oeba 


d’où 
Fee b : ; | s # ; 
RECIOLEUSSSS (66) 


i.e. pour que l’équation (42) soit soluble, il est nécessaire que f (s) 
satisfasse à la condition (66), où 1 (s) est une solution quelconque 
de l'équation (65) qui peut être non nulle puisque par hypothèse 
À est une valeur caractéristique. Si au contraire À n'est pas une 
valeur caractéristique, alors en vertu du théorème 1 l’ équation (42) 


admet une solution quelle que soit f (s). Donc a lieu le 


Théorème 7. On a l'alternative: ou bien l'équation intégrale 
(42) admet une solution quelle que soit f (s) et l'équation homogène (61) 
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n'admet que la solution nulle, ou bien l'équation homogène (61) admet 
des solutions non nulles et l'équation (42) possède des solutions pour 
certaines f (s). 


Dans le premier cas l'équation non homogène possède une seule 
solution. Ceci découle du théorème 1 et du raisonnement simple 
suivant : si l'équation non homogène possédait deux solutions distinc- 
tes leur différence serait une solution non nulle de l'équation 
homogène. 

Remarque. Si l’on sait que pour un certain À et une certaine 
fonction f (s), l'équation non homogène (42) possède une solution 
qui de plus est unique, alors À n’est pas une valeur caractéristique. 
En effet si À était une valeur caractéristique, en ajoutant à la solu- 
tion de l’équation non homogène une solution non nulle quelconque 
de l’équation homogène correspondante, on obtiendrait une solution 
de l’équation non homogène distincte de celle mentionnée. 

Nous verrons plus loin que la condition (66) est non seulement 
nécessaire, mais elle est suffisante pour que l'équation (42) soit 
Re Examinons auparavant le rang de la valeur caractéristique 


Soit À une valeur caractéristique et 
Pi (S); Pa (5), + : +; Pm (S) (67) 


des fonctions propres quelconques, linéairement indépendantes, i.e. 
des solutions non nulles de l'équation (61): 


b 
DO TK Doté (1, 2,..:,m). (68) 


Si À ou le noyau sont complexes, alors les fonctions (67) doivent 
être complexes. Rappelons que À — 0 ne peut être valeur caracté- 
ristique [1-4]. Puisque toute combinaison linéaire de fonctions pro- 
pres à coefficients constants (67) est aussi une fonction propre, nous 
pouvons appliquer le processus d’orthogonalisation aux fonctions 
(67). Nous pouvons donc considérer que les fonctions (67) sont mutuel- 
lement orthogonales et normées, i.e.” 

b 


b 
[mme ds=-0 (pra [im Past (69) 


a a 


En passant aux grandeurs conjuguées, on peut écrire (68) sous la 
forme 
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On remarquera que le premier membre de cette égalité est coefficient 
de Fourier de XÆ (s, t) comme fonction de £{ par rapport au système 
orthonormé (67) qui est composé d’un nombre fini de fonctions. 
L'inégalité de Bessel [1-3] entraîne : 

m + bd 

D | p; (s)1 <| LE (s, 1) dt. 


LA [À 
1 a 








Notons que | a | = | a |, quel que soit « complexe. En intégrant 
les deux membres de cette inégalité par rapport à s et compte tenu 


de (69), il vient ; 


m b 
> <| [ik ee, t) P dt | ds, 
1 a 


a 








Se _ 
a<Î(] re oraa. 

d'où . 
mel [[ (IA (6, DPat]ds, 


de plus en vertu de la continuité du noyau, l'intégrale du second 
membre peut être considérée comme une intégrale double. Cette 
inégalité entraîne que le nombre de fonctions linéairement indé- 
pendantes correspondant à la valeur caractéristique À ne peut être 
supérieur au nombre figurant dans le second membre de cette inéga- 
lité, i.e. 

Théorème 8. A toute valeur caractéristique est associé un 
nombre fini de fonctions propres linéairement indépendantes, i.e. le 
rang de toute valeur caractéristique est fini. 


Notons que pour les valeurs caractéristiques À qui sont éloignées 
de l’origine À = 0, le second membre de la dernière inégalité devient 
grand en raison du facteur | À l. 

Supposons que À est une valeur caractéristique. Les équations (61) 
et (65) possèdent simultanément des solutions non nulles. Montrons 
que les valeurs caractéristiques de ces fonctions sont de même rang 


Théorème 9. L'équation homogène (61) et son équation 
adjointe (65) possèdent le même nombre de solutions linéairement 
indépendantes, i.e. leurs valeurs caractéristiques communes sont de 


même rang. 


Démontrons ce théorème par l'absurde. Supposons que le rang 
de l'équation (61) soit égal à m, celui de l’équation (65) à », et 
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qe m<n. du 


ee M 7 Pr (5)... UT à Dre. ©. nn .(70) 
des sélatidris linéairbhent : indépendantès de l'équation (61) et. 
Yi (s), Va (s), .….s Ÿn (s) | | (74) 


des solutions linéairemént indépendantes de l'équation (65). Comme 
précédemment nous pouvons considérer que les fonctions (70) et les 
1oncHIOnS 2 1ORASNE un système orthonormé. Nous avons 


Pr ()=X à qe D gta Gas 2 eu .. 
| | (72) 


by (s) = À res S +, pa G=t, RE À À 


_. & 


Composons le noyau 7 1. 
L(, D=K(s D—-) OO, (73) 


et écrivons les FpAHÈRE doi : 





AÎLe D PO (74) 
: | | | : ' : 
cvoabie QUES .. +® 


SE An he à 
RUE 
3 


En vertu de gs) nous pouvons écrire ces ne sous la forme 





soif re AT ET (ro) (dt, (74) 








' : Ÿ (s) = 


R rs © 


m b 
Ab JVOd&-L) TO | HOVES. (15) 


j=1 


© Soit o (s) une solution quelconque de l'équation (74,). Multiplions 
les deux membres de (74,) par Ÿ, (s), où k est l’un quelconque des 


nombres 1, 2, ..., m et intégrons par rapport à s: 
bd | b b na 

Â @ (s) Pa (s) ds — | [A Î K (S, €) D (S) ds | œp(t) dt— 

à * a ‘a re Fu 


m b | : ï 
—A Y (uw (#) dt LT Va (s) ds. 
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Les fonctions (71) étant orthonormées et. ce tenu de Ah 
on peut écrire cette égalité sous la forme . ) 





b. d è 
*} D 9 x (s) (9) ds, 


a : [e À 
d’où, puisque Z0: PO : 
b 
LAON RTOMIOE 20 (H—1,92,...,m). :_ (6 
Donc, toute solution de l'équation (74,) satisfait aux conditions 
(76). Or en vertu de ces conditions, l’équation (74) peut s’écrire 


b 
PO=AT x (6,0 pOd,, 


i.e. toute solution de l'équation (74) li.e. (74)! vérifie l’équation 
(61). Donc ® (s) peut être représentée sous la forme d’une combinaison 
linéaire FAHCHIOS (70) : 

ee 


ELEC ON an 


Montrons que tous les coefficients c, doivént être nuls. Multiplions 
les deux membres de ce par qz (s) et intégrons par rapport à s: 


b m b 
[s (S) Pr Ps Vds — DA | Le 6) Pa (s) ds. 
a 3=1 a 


Compte tenu de 8) et de othononalieati où du Sous À 
fonctions (70), on déduit c, — 0. Donc (77) entraîne ® (s) = 0, 
i.e. l'équation homogène (74) n’admet que la solution nulle. Montrons 
que l’équation adjointe (75) possède des solutions non nulles. Portons 
Ÿ (s) = x (s), où 4 > m, dans (75,). Les fonctions (71) formant un 
système orthonormé, il vient 


a (5) = À je K (s, t) ba (6) dt, 


d'où il résulte en vertu de (72) que w (s) = wx.(s) (k > m) vérifie 
l'équation (75). Or, cela contredit le théorème 7; l’équation (74) 
ne possède que la solution nulle, quant à l'équation adjointe (75), 
elle admet des solutions non nulles. Donc on ne peut pas avoir. 
mn. 

On démontrerait de la même façon que m >> n est impossible, 
donc m — n et le théorème 9 est démontré. 


44 CH. I. ÉQUATIONS INTÉGRALES 


Ainsi les équations homogènes (74) et (75) ne possèdent que la 
solution nulle, i.e. À n’est pas une valeur caractéristique du noyau 
L (s, t). 


Nous allons maintenant résoudre l'équation non homogène 
b 
PO=fO+ATk(6Heba, (78) 


dans le cas où À est valeur caractéristique. Nous avons vu que pour 
que l’équation (78) soit soluble, il est nécessaire que j (s) satisfasse 


à la condition: 
b 


[ 6 v(9 ds =0, (79) 


a 


où 4 (s) est une solution quelconque de l'équation 
b 


= [A (6, 9 v (0 dé. (80) 


a 


Nous nous proposons maintenant de montrer que la condition (79) 
est suffisante. Supposons qu'il en est ainsi. Composons le noyau 
L (s, t) en vertu de la formule (73). Nous avons déjà prouvé que À 
n'est pas valeur caractéristique de ce noyau, donc l’équation 


b 


p(s)=f(s)+A Î L(s, Dœ(t) dt (81) 


a 


possède une solution. Ecrivons cette équation sous la forme: 


b 
p(s)= f(s)+A | K (s,1)q (t) dt— 





m bd 
—1 5 46 À 950 6 à. (81,) 

j=1 a 
En multipliant, comme dans le théorème 9, les deux membres 
de cette équation par, (s) et en intégrant par rapport à s, on obtient : 





t b b b 
front (rontbd+(noPoas- + [nv 


d'où en vertu de (79): 


b 
[ a Oo 4 =0 (k=1,2,..., m). 
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Donc l’équation (81,) ou ce qui revient au même l’équation (81) 
se ramène à l'équation (78), i.e. la solution  (s) de l’équation (81) 
est également solution de l'équation (78). Nous avons donc démontré 
que la condition (79) est suffisante. 

Si cette condition est réalisée, la théorie des équations linéaires 
et non homogènes nous apprend que toutes les solutions de cette 
équation sont la somme d’une solution particulière quelconque 
po (s) de cette équation et de la solution générale de l'équation 
homogène correspondante : 


P (5) = Po (s) + 2 CP; (s), (82) 


où c; sont des constantes arbitraires. L’équation (78) possède donc 
une infinité de solutions. La solution œ, (s) peut être construite 
à l’aide de la résolvante du noyau L (s, t). 

Les précédents raisonnements nous conduisent au théorème sui- 
vant : 


Théorème 10. Six est une valeur caractéristique, une condi- 
tion nécessaire et suffisante pour que l'équation (78) soit soluble est 
que le terme libre satisfasse à la condition (79), où 1 (s) est une fonction 
propre quelconque de l'équation adjointe, i.e. une solution quelconque 
de l'équation (80). Si la condition (79) est réalisée, alors l'équation 
admet une infinité de solutions qui s'expriment toutes par la formule (82). 


Remarque. Il suffit de vérifier la condition (79) en rempla- 
çant # (s) par le système de solutions linéairement indépendantes 
Yi (S), Pa (S), - . ., mn (s) de l’équation (80), car toute autre solution 
est une combinaison linéaire de ces dernières. Si donc la condition 
(79) est réalisée lorsque 4 (s) = 4 (s) (4 = 1, 2, ..., m), elle l’est 
aussi pour une solution quelconque 1 (s) de l’équation (80). 

Au lieu de l'équation adjointe à l'équation homogène 


b 
pO=ATK(, 2 pe, (83) 
i.e. l'équation 
b 
(A (A (sb à, (84:) 


a 


on est souvent conduit à étudier l'équation conjuguée à (83), i.e. 
l’équation 





bd 
o (s)—À { K (&. 5) (t) dt. (84) 
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Les équations (84) possèdent des solutions conjuguées complexes : 
Ÿ (s) = © (s) et la condition de résolubilité (79) s'écrit 
| b 

| 1) 06) ds—0, 


a s : 


où @ (s) est une solution quelconque de l'équation (84,). 

‘:. L'appareil mathématique qui a servi à la démonstration des 
théorèmes fondamentaux est dû à Fredholm (1903). Ces théorèmes 
sont analogues à ceux qu’on démontre en algèbre pour les systèmes 
d'équations linéaires (t. III, [I-2-8]). 


… 1-11. Mineurs de Fredholm. Les raisonnements précédents permettent 
d'obtenir un système complet de fonctions propres linéairement indépendantes 
de l'équation de noyau K (s, t), correspondant à une valeur caractéristique 
donnée. Nous citerons les résultats sans les démontrer *). En gardant les nota- 
tions (49), introduisons les grandeurs suivantes: 


b b 
4... 5 4... 58 T1... Tn 
B ( AE p } dr dr, 
Fu... tp J J Hoi Test R 


Bo (; DE P)=x (i 5e me 
| +. tp li ... tp 
: | Par définition le p-ième mineur de Fredholm s'exprime au moyen de la 
série ‘ D | 





: Lee) 

D (6 1A=D(# 5; 2 ane (rie) ï 

A a D 
n=0 | 

Remarquons que pour p = 1 cette série est confondue avec (53). Supposons 

que À, soit une racine de D (À) de multiplicité r. Un examen de la suite 


S S45 
DA. D(%3h0), Di ho) s es 


fait apparaître que le premier terme n’est pas identiquement nul. Supposons 
que : 


Sa c. Sa. ) 
D(hT CA op 0 


Le nombre q est appelé rang de la valeur caractéristique À: on démontre qu’il 


n’est pas supérieur à la multiplicité r de la racine À = À, de l'équation D (4) — 
— 0. Si les variables s; et t; prennent des valeurs si et t; telles que l’on ait 


s: se 
D(# 775 lo)=#0, 
lt +. t 


alors le système complet des fonctions propres linéairement indépendantes 
(en général ce système n’est ni orthogonal ni normé) correspondant à la valeur 


*) Cf. I. Privalov, Equations intégrales, 1935, p. 61. 
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caractéristique À, est donné par l'expression : 
CR PTS SR or Ë 
1 k_1 k+1 a. | 
PR (s) =D t’ se ve 2 .# , a) (k=1, 2, …. q), 
| = 1 -'Rk#H1 °” | 
quant. à la même valeur caractéristique de ets adjointe, elle est associée 
au système suivant de IORGHIONS propres : 7 


s A ET es 
Sp _ 1 k k+1 | ‘ 
Ÿa.(s) =D pe AN “ æ 10) _(k=1, 2, ..., Q). 
k—1 k#1 °°° Q j 


I-12. Equations dégénérées. Nous allons voir maintenant une 
classe d'équations intégrales dont la résolution se ramène à celle 
d'équations algébriques de premier degré. Le noyau K (s, t) est par 
définition dégénéré s'il se présente sous la forme d’une somme finie 
de produit de fonctions dépendant uniquement de s par des fone- 
tions dépendant vERuement de 1, soit 


K (s,t)= > (ae (85) 


Nous admettrons que les fonctions p; (s) de même que lés fonctions 
0x (t) sont. linéairement indépendantes. Si une fonction p, (s) était 
une combinaison linéaire des autres p, (s), en portant son expression 
dans (85) on réduirait le nombre de termes. nn 

- Considérons l’équation de pa (85) et son adjointe: 


p()= (9 +A KGAPOM 
b | (86) 
vO=e(9+A (Ke, s) w (#) dt. ] 7. 


a 


Compte tenu de (85) il vient 


n b 
PE= (+2 D pa (8) À où (0 6 (6 à, 
k=1 a (87) 


n | db. — | 

D) = 8 (542 3 02 (8) À px (0 6 (0 &, 

se ; k=1 a : | 
p(s)=f(s) +2 2 TP (s), P(s)=£g(s) +2 2 YrOR (S), (88). 


où zx et y sont des nombres quelconques définis par les égalités 
b b 
Th = { x (t) Q() dt; y = Î Px (6) Ÿ (6) dé. 


a * 


48 CH. I. ÉQUATIONS INTÉGRALES 


Donc, toute solution des équations (87) doit être nécessairement 
de la forme (88) et le problème se ramène non pas à la recherche de 
fonctions, mais des nombres x, et yz. 

En portant les expressions (88) dans (87) et en identifiant 
les coefficients des fonctions linéairement indépendantes p, (s) 
et oz (s), on obtient pour la détermination de x, et y, les deux sys- 
tèmes d'équations suivants: 


ti D ame fi, (89:) 
k=1 
Yi —à 2 ARiYr = Lis (892) 


b b b 
an= [abat ie (rois, &= (eos. (60) 


a 


Les déterminants des systèmes (89,) et (89,) sont symétriques par 
rapport à leurs diagonales principales. 

Si, par exemple, le déterminant du système (89,) est non nul, 
alors quelles que soient f; nous obtenons des valeurs bien définies 
pour x;. En les portant dans (88), on déduit œ (s). Aux équations 
homogènes 

b 
p(9— afre, DO: PO—ATKEIVO 


a 


© 


correspondront les systèmes homogènes 


TL; —— À > dirlR — 0, (91) 
k=1 
ph 2 il dt (Lin: (942) 


En égalant le déterminant de l’un de ces deux systèmes (peu importe 
lequel) à zéro, nous obtenons une équation algébrique dont les 
racines sont des valeurs caractéristiques. Si À — À, est une racine 
quelconque de cette équation, alors le système (91,) possède une 
solution (x;, z2, ..., x,) non nulle. En la portant dans la for- 


mule 


@ (S) = Ào 2 TrPr (S); (92) 


on obtient la fonction propre correspondante, 


À er Oran AE A D 


On a 
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Les théorèmes démontrés plus haut se ramènent dans le cas 
présent à des théorèmes connus d’algèbre linéaire (t. III,[1-2-1, 2, 3, 8]). 

Remarquons qu’on obtiendrait le système homogène (91,) pour 
l'équation non homogène (87), si seulement tous les nombres }; 
étaient nuls, i.e. 


b 


| Fo: (9 450 2.) (93) 


a 


Si À n’est pas une valeur caractéristique, le système (91,) nous donnera 
seulement la solution triviale, et en vertu de (88) on aura @ (s) = 
= f(s). On vérifie cette solution en la portant directement dans 
(87) et en tenant compte de (93). On se sert des noyaux dégénérés 
dans la résolution approchée des équations intégrales où l’on rem- 
place le noyau donné par un noyau dégénéré approché, puis on résout 
l'équation dégénérée obtenue par les méthodes algébriques men- 
tionnées plus haut. Cette méthode de résolution approchée des équa- 
tions intégrales est exposée, ainsi que d’autres méthodes d’ailleurs, 
dans l'ouvrage de L. Kantcr:vitch et V. Kryÿlov «Méthodes d’approxi- 
mation en analyse supérieure » (1950). 


1-13. Exemples. I. Soit 


K (s, t)—cos(s+t)—cos scost—sinssint re) 


O<SI< 7 


Pi (s) = os) = coss; p, (s) = 0, (s) = isins. 


Notons que i n’apparaît que dans les calculs intermédiaires. Calculons a;3 : 


x 
É4 : nl 
ai = | cosis ds = ; do — d9y = 0 G99 = = sin? s ds = —-—. 
0 0 


Le système (89;) s'écrit 


(12 ah: (1+ A+) ze 


On a deux valeurs caractéristiques À1,2 — + 


2 
+ auxquelles sont associées 


les fonctions propres normées 


Pi (s) = 2 cos s, a (s) = VAE sin s. 


. 1<s<1 
K (s,t)= a+en(T EC): 


On a ici py(s) — O1 (s) = s; pe (s) — 02 (s) — 5? et 


2. Soit 


2 à 
=: ay2 = 494 —=0 ; =. 


&—0727 
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Il existe deux valeurs caractéristiques À, = £ et À = à auxquelles sont liées 
les fonctions propres | 


(71 O=y À: pa (s)= Es, 


Dans ces deux exemples le noyau X (s, t) est réel et satisfait à la condition 
K (t, s) = K (s, t). De tels noyaux ne possèdent que des valeurs caractéristi- 


ques réelles. 
Nous développerons plus bas la théorie des équations intégrales à noyaux 


symétriques. Ces équations trouvent de vastes applications en physique mathé- 


matique. 
3. Examinons maintenant le cas d’un noyau réel dégénéré à valeurs carac- 


téristiques imaginaires. Soit 
LE O0<s<1 
K(s,t)—s—t D . 
On peut supposer ici que: 
— PL) = Ss3 pa) = —15 =; (=, 
d’où 


= ay = —1; AT A2 — Te 


Nous obtenons l'équation suivante pour la détermination des valeurs caracté- 
ristiques : | 


1—+n : 
1 1 =-5 M+1=0. 
—7 À 1+5 2 
Cette équation ne possède que des racines imaginaires pures. Le noyau récl 
satisfait ici à la condition X (t, s) = —K (s, t). 


De tels noyaux antisymétriques ne possèdent que des valeurs caracté- 
ristiques imaginaires pures. —. ; 
4. Examinons un autre exemple de noyau dégénéré ne possédant pas de 
valeur caractéristique. Soit 
OKs<Tr 
K(s, t)—sin ssi (  . ] 
(s, t) — sin s sin 2t O<tEn 
Ici r — 1 et l’unique élément a;x s'écrit 
TT 
au = | sin s sin 2s ds =0. 
0 


Les systèmes homogènes (91,) et (92,) donnent x, = y, = 0 et l'équation homo- 
gène ne possède que la solution triviale quel que soit À. L’équation d'où l’on 
tire les valeurs caractéristiques s'écrit dans ce cas 1 — 0, ce qui est absurde. 


1-14. Généralisation. Dans l’exposé de la théorie des fonctions 
intégrales, nous avons admis que la fonction inconnue @ (s) et le 
terme libre f (s) étaient des fonctions d'une variable indépendante 
variant sur un certain intervalle [a, b]. Cet intervalle était égale- 
ment l'intervalle de variation des deux arguments du noyau Æ (s, 1). 
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La théorie réste telle quelle si l’on suppose que les fonctions q (M) 
et / (M) sont des fonctions de point définies sur un certain domaine 
borné B de dimension quelconque ou sur une certaine surface ou, 
enfin, sur une courbe. Ceci étant, le noyau X (M, N) sera une fonc- 
tion du couple de points M et N dont chacun est susceptible de 
varier soit dans le domaine indiqué, soit sur une surface, soit sur 
une courbe, quant au signe somme de l’équation intégrale, il opérera 
soit sur le domaine mentionné, soit sur la surface, soit sur la courbe. 
L'équation intégrale s’écrira donc 


o(M)= f (M) + [kG, N)4#(N) dux. (94) 
B 


Nous n’écrivons qu’un seul signe somme, mais il ne faut pas oublier 
que l’intégrale peut être une intégrale multiple étendue au domaine 
mentionné et down désigne l’élément de surface ou de volume du 
domaine, ou encore l'élément de longueur de la courbe. Si, par 
exemple, le domaine de variation est un domaine borné B du plan 
(x, y), alors l’équation (94) s’écrira en coordonnées de la manière 
suivante : 


pente u+ (| K( vie np, m dédn. 
| : | 

La fonction f (M) étant supposée continue dans le domaine 
fermé B, nous cherchons les solutions (M) continues dans ce 
domaine. Le noyau X (M, N) est considéré comme une fonction 
continue du couple de points (M, N) variant chacun dans B. 

Soit à présent le système de m équations intégrales à m fonc- 
tions inconnues: | 


b m | 
P (9) = fi (+ | S'Æku(s pdt (i=1,2,...,m). 
a j=1 L À 
Au lieu d’un noyau nous disposons ici d’une matrice de fonctions 
Kin (s, 1). 
On ramène aisément ce système à une équation intégrale à une 
fonction inconnue. Pour éviter des complications avec les nota- 
tions, posons m = 2: 


b 
Pa (S) = f1 (s) + | LA (S, 2) Pa (6) + Kio (S, À) Pa ()] dé, 

" | (95) 
Pa (S) = fa (S) + | [Aa (S: €) pa () + Ko (S, €) Pa (6)] dt. F1 


Nous avons mentionné plus haut qu’on ne modifierait pas la 
théorie des équations intégrales en supposant que le domaine prin- 


4% 
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cipal est non pas un intervalle, mais un domaine borné quelconque 
du plan, d'une surface ou de l’espace. Nous pouvons convenir aussi 
que le point variable parcourt non pas un intervalle ou un domaine, 
mais plusieurs intervalles ou domaines disjoints. La théorie ne 
changera absolument pas. Pour ramener le système (95) à une équa- 
tion prenons pour domaine principal deux fois le même intervalle 
[a, b], soit [a, b], et [a, bl,. Observons que [a, b], et [a, bl, ne sont 
pas liés. Nous conviendrons d'écrire f (M) = f, (M) si le point M 
est compris dans [a, b], et f (M) — f, (M) si le point M est compris 
dans {[a, b],. Par analogie on détermine @ (M) en fonction de op, (M) 
et ; (M). On définit le noyau Æ (M, N) comme suit: 

K (M, N) = K,;, (M, N) lorsque M et N Efa, b},, 
| K (M, N) = Ky (M, N) lorsque M € [a, b]: ; N Ê [a, bl:, 
CK(MN)= Kw (M, N) lorsque M € a, bi; N € [a, bla (C9 

K (M, N) = Ko: (M, N) lorsque M et N'ETa, b}:. 


Ceci étant, le système (94) se ramène à une équation intégrale 
à noyau continu dans le domaine principal J composé de [a, bl, 
et [a, bl, : 


® (M) = f (M) + | K (M, N) @ (N) don. (97) 
. J 


L'intégration a lieu sur La, b], et [a, bl, et on peut considérer que 
do y = dr. 

. La théorie exposée reste en vigueur pour des hypothèses bien 
plus générales que la continuité du noyau. On peut par exemple 
admettre que Æ (s, t) est borné et présente un nombre fini de points 
et de lignes de discontinuité, ces lignes ayant pour équation { = 
— @ (s). Däns la suile nous appellerons de tels noyaux noyaux régu- 
liers. Soulignons que si le noyau XÆ (s, t) présente une discontinuité 
sur une droite s = S& (le LL. n'est pas régulier), la fonction 


& (s) = re LICE (98) 


présentera, en général, une discontinuité sur s = s, sous réserve de la 
continuité de h (t). 

Supposons que le noyau est régulier, pour bien fixer les idées 
que ses points de discontinuité sont disposés sur la diagonale t —s 
du carré k,, et que la fonction h (t) est continue, donc bornée, i.e. 
1h) | Lm, où m est un nombre positif. On a 


b 
lo@—e(s)1<m [IX (6, t)—K(s',t)]dt. (99) 
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Quel que soit le nombre positif donné e, il existe, puisque l’inté- 
grande est une fonction bornée, un nombre positif 6 tel que l’inté- 
grale (99) prise sur l'intervalle [s — ô, s + ô] soit inférieure à e. 
Supposons que s’ soit contenu à l’intérieur de cet intervalle. Dans 
les autres intervalles d'intégration [a, s — ô] et ls + 6, b] l’inté- 
grande est une fonction continue en deux variables s” et {, donc 
pour toutes les valeurs de s’ suffisamment proches de s, l’intégrale 
prise sur ces deux intervalles sera inférieure à e: D'où il s’ensuit 
que le premier membre de l’inégalité (99) sera inférieur à 3me pour 
tous les s’ suffisamment proches de s, or cela signifie, e étant arbi- 
traire, que la fonction « (s) est continue. On démontrerait de même 
que si À” (s,t) et K” (s, t) sont deux noyaux satisfaisant à la condi- 
tion mentionnée plus haut, alors la fonction 


b 
K"(s,1)= | K"(s, 4) K' (4, 0 ds 


"a 


est une fonction continue en ses arguments. Si donc le noyau 
K (s, t) réalise les conditions mentionnées plus haut, alorsle deuxième 
noyau itéré sera également continu. Le changement de l’ordre 
d'intégration qui a servi à la démonstration des théorèmes fonda- 
mentaux reste valable sous les suppositions faites au sujet du noyau. 

Le problème se complique énormément si le noyau est infini. 
Nous aborderons cette question dans la suite et indiquerons les 
noyaux infinis pour lesquels sont valables les théorèmes démontrés 
plus haut. 

1-15. Ensembles compacts de fonctions continues. Une notion 
importante de la théorie des équations intégrales est celle de com- 
pacité d’un ensemble infini de fonctions. Nous allons examiner cette 
notion pour un ensemble de fonctions continues. Dans le tome V 
cette notion fera l’objet d’une étude systématique sous un point 
de vue plus général. Procédons préalablement à quelques rappels 
(t. II [111-4-2,3]). Si € est un ersemble infini de nombres réels 
ou complexes de module inférieur à un même M > 0, i.e. quel 
que soit x€éonal|x|< M, alors de toute suite infinie de nom- 
bres x;, Ze, Ts, . . . de 6 on peut extraire une suite partielle con- 
vergente Zn, Zn Zn *: MR > nN3 > . 

_ Tous les norbre srationnels appartenant à un ‘intervalle quel- 
conque [a, b] peuvent être disposés en une suite (non monotone) 


(t. II [III-4-3)) 


Lies Das Lo 


Tout ensemble de nombres ou d’objets quelconques pouvant 
être disposés en une suite numérotable par les entiers positifs est 
appelé ensemble dénombrable. Notons que l’ensemble de nombres 
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rationnels contenus dans l'intervalle [a, b] est partout dense, i.e. 
tout intervalle partiel [«, 6] de [a, b], aussi petit soit-il, renferme 
un ensemble infini de nombres rationnels. Donc les nombres ration- 
nels contenus dans l’intervalle [a, b] forment un ensemble dénom- 
brable partout dense. Par analogie, les points de coordonnées ration- 
nelles contenus dans un domaine quelconque (fini ou infini) du plan, 
d'un espace à trois ou à n dimensions, forment un ensemble dénom- 
brable partout dense. Voyons maintenant les ensembles infinis de 
fonctions continues sur un intervalle fini [a, b|. 


Définition 1. On dit de l'ensemble infini & des fonctions 
continues sur un intervalle fini a, b] qu'il est compact si de toute 
suite infinie de fonctions œx (x) (k = 1, 2, ...) appartenant à € 
on peut extraire une suite Qn, (x) convergeant uniformément vers une 
fonction limite sur (a, b]. 


Le fait que les fonctions sont bornées ne suffit pas à assurer la 
compacité de l’ensemble € des fonctions continues. Etablissons 
une propriété de l’ensemble € des fonctions continues f (x) essen- 
tielle pour la compacité. On sait que toute fonction continue dans 
fa, b] est uniformément continue: quel que soit e > 0 donné, il 
existe un Ô >> 0 tel que 


If") —f(a)1<e (x',zx"Ela, blet 1x” — x | 6). (100) 


Pour & > 0 donné le nombre & > 0 peut différer selon les fonctions 
f (x) et si 6 est composé d’un ensemble infini de fonctions continues 
f (x) distinctes entre elles, alors pour e >> 0 donné le nombre 6> 0 
de la relation (100) peut ne pas exister. 


Définition 2. On dit que l’ensemble 6 est composé de 
fonctions équicontinues si quel que soit e >> 0 donné il existe un Ô > 0, 
le même pour toutes les fonctions f (x) de &, tel que soit satisfaite la 
relation (100). 


Formulons maintenant le théorème fondamental ou théorème 
d’Arzelà qui nous donne une condition suffisante de compacité. 


Théorème. Si & est un ensemble de fonctions f (x) équicon- 
tinues dans [a, b] et limitées en module par un même nombre L, i.e. 
|f (x) | L pour tous les f (x) de &, alors cet ensemble est compact. 


Prouvons auparavant le lemme suivant. 


Lemme. Si f,(x) (n — 1, 2, ...) est une suite infinie de 
fonctions définies dans {a, b] et limitées en module par un même nom- 
bre L, alors quel que soit l’ensemble dénombrable de points xx (k — 
= 1, 2, ...) de [a, bl, on peut extraire de la suite f, @) une suite 
partielle convergente en tous ces poinis. 
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Par hypothèse If @I<L(n—=1,2,...) pour a<x<b 
et l’on peut de la suite de nombres f, (x,) extraire une suite partielle 
convergente, i.e. de la suite de fonctions f, (x) on peut extraire la 


suite partielle 
fi (æ), fa (æ), 13° (&), ..., (D) 


qui converge au point x = x,. Si dans (I) l’on fait x = x,, on obtient 
des nombres f}” (x) inférieurs à L en module. Donc de la suite de 
fonctions ([), on peut extraire également une suite partielle 


fi (@), fa (@), fs” (æ), +, QD 


qui converge non seulement au point x = x, puisqu'elle est extraite 
de la série (1) convergente en x,, mais aussi au point x = x,. En 
faisant x — r,, on constate que tous les nombres f}” (x;) sont infé- 
rieurs ou égaux à L en module, donc de la suite (11) on peut extraire 
une suite partielle 


fi (æ), fe (æ), 13 (æ), -.., (UT) 


qui convergera aux points x = Zy, x = Ze, & = xs. En poursuivant 
cette procédure, on obtient en général les suites 


Ji (), Ja (@), fa (a), ... (m=1,2,8, ...), (m) 


qui convergeront aux points Æ = Zy, © = Las + « +, À — Tm. FOr- 
mons maintenant une nouvelle suite en prenant la première fonc- 
tion de la suite (I), la deuxième fonction de la suite (II), la troisième 
fonction de la suite (III), etc. 


JO G)= 0), Fe (a), 1 (2) = ff (), 
FO (@)=fn (@),..… (°) 


Montrons que cette suite converge en un point quelconque x = xx. 
En effet soit un point quelconque x = xx. À partir d’un certain 
numéro m = k, toutes les fonctions de la suite (*), i.e. les fonctions 


fe Go), 0 (2) = ED) (2), (**) 


en vertu de la construction précédente constituent une partie 
de la suite (m) pour m—k. En portant donc la valeur 
z = ty, dans la suite (*), on obtient une suite convergente, i.e. 
la suite de fonctions (**) converge au point x — x,. Il en est de 
même pour la suite (*). Le lemme est donc démontré. 

Passons maintenant à la démonstration du théorème fondamen- 
tal. Soit une suite quelconque de fonctions de &. En vertu du lemme 
démontré on peut affirmer que de cette suite on peut extraire une 
suite partielle convergente en tous les points x, (k — 1, 2, ; 
d'un ensemble dénombrable partout dense dans [a, b]l. Ce peut 
être, par exemple, la suite de tous les nombres de [a, b] à valeurs 
rationnelles. 
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Soit donc 


hi) fe (@), fa (&), 


une suite partielle convergente en tous les points r,.Montrons qu’elle 
converge uniformément sur l'intervalle [a, b]. Composons la diffé- 
rence f, (x) — f4 (x) et mettons-la sous la forme 


fo &) — fa @) = Up &) — fn + Up (7) — fo + 
+ La (&) — fa @)l (a) 


où x’ est un point de l’ dssnible partout dense dans [a, b] mentionné 
plus haut. Soit & un nombre positif donné quelconque et 8 le nombre 
correspondant qui sert à définir l’équicontinuité. Prenons un en- 
semble fini t’ de points x:, tel que ses points divisent l’intervalle 
[a, b] en intervalles partiels de longueur <ô. Ce fractionnement 
est possible puisque l’ensemble des points x; est partout dense dans 
[a, b]. La suite (*) est convergente en chacun des points de l’en- 
semble fini rt’. Il existe donc un À tel que 


| /p (x') — Îg (x)|<e pour petqa>nN, (B) 


si +’ est un point de l’ensemble fini t’. Supposons que le point x" 
de la formule (œ) appartienne à l’ensemble fini t’ et écrivons l’iné- 
galité 


Lo) — fo OIS Lo (@) — fo 7) 1 + fo 7) — fa @') 1+ 
+ fa @)—f@h  @ 


qui découle immédiatement de (œ). Quelle que soit la position du 
point x dans [a, b], on peut trouver un x’ appartenant à +’ tel que 
| f, (x) — f, (x) |  e pour tout n. Le point x’ sera l'extrémité de 
l'intervalle partiel qui contient x. De plus pour p et g > N l'iné- 
galité (B) est vérifiée quel que soit x’ appartenant à 7’. Donc en 
vertu de (y) nous pouvons affirmer ce qui suit: pour tout nombre 
positif donné eæ il existe un nombre N ne dépendant pas de x tel 
que | fn (x) — fa (x) | < 3e pour p et g > N et quel que soit zx € 
€ La, bl; or, cela prouve que la suite (*) est uniformément conver- 
gente sur La, b]. Le théorème est donc démontré. 

Cette démonstration est valable aussi bien pour des fonctions 
réelles que pour des fonctions complexes. Si l’on sait qu’une suite 
fr (x) de fonctions équicontinues est convergente en tout point 
de l'intervalle [a, b] ou aux points x, d'un ensemble partout dense 
dans [a, b], alors il n’est plus nécessaire d'extraire une suite par- 
tielle convergente en tous les points x, et l’on peut affirmer ce qui 
suit : 

Théorème 2. Si une suite f, (x), fs (x), ... de fonctions 


équicontinues sur l'intervalle la, b] converge en tous les points de cet. 
intervalle (ou même en les points x, d'un certain ensemble partout. 
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dense dans a, b]l), alors cette suite est uniformément convergente sur 
[a, b]. 


La démonstration de ce théorème se transpose littéralement aw 
cas d’un ensemble € de fonctions f (P) définies dans un domaine 
fermé B d’un espace de n dimensions ou d’une surface. L'équiconti- 
nuité se définit visiblement comme suit: pour tout e positif donné, 
il existe un nombre positif n, le même pour toutes les fonctions de &, 
tel que |f(P) —f(Q)|< e si P et Q appartiennent à B et si la 
distance | PO | < À 

On a montré que des conditions suffisantes de compacité de 
l’ensemble € sont que toutes les fonctions de cet ensemble soient 
bornées en module par un même nombre et qu'elles soient équieon+ 
tinues. On démontre que ces deux conditions sont nécessaires (voir 
t. V). 

Soit l'opérateur intégral à noyau continu 


b 
v(s)= | K(s,t)u(t) dt. (101) 


Nous savons qu’il transforme des fonctions continues u (t) en fonc- 
tions continues v (s). Soit € un ensemble infini de fonctions bornées : 
[u (t) | < m. En vertu de sa continuité dans k, le noyau est égale- 
ment borné, i.e. | K(s,t) | M et donc 


Lo (91 < Mn (b — a), 
i.e. l’ensemble des fonctions v (s) est borné. On a l'inégalité sui- 


vante 


b 
lo (s)— lv (<m| [X(s, t)—K(s',1)|dt. 


En vertu de la continuité du noyau, pour € >> 0 donné il existe un 
ô > 0 ne dépendant pas de v (s) tel que 


[KA (s,t)—K(s",t) ÉSrTen) pour [s—s’|<ô. 


Les deux dernières inégalités entraînent 
[u(s) —v(s)|[<Le pour [s—s | < 6. 
Définition. On dit qu'un opérateur de C *) dans C est 


compact s’il transforme tout ensemble borné de fonctions u (t) continues 
dans (a, bl en un ensemble compact de fonctions continues dans [a, b]. 


*) Le symbole C ou C [a, b] désigne un ensemble (espace) de did 
continues dans [a, b 
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Nous avons démontré' que les fonctions v(s) sont bornées 
et équicontinues, elles engendrent donc un ensemble compact .et 
l'opérateur intégral (101) est compact. Cette démonstration passe 
pour un noyau régulier. 

1-16. Noyaux infinis. Les théorèmes démontrés plus haut peuvent 
ne pas être vrais pour les noyaux infinis. [ci et dans la suite nous 
montrerons ces théorèmes pour un certain type de noyaux infinis, 
plus exactement pour les noyaux de la forme 


= t) 


1 





K(s,t)= (102) 


où L (s, t) est continue dans k, et 0 x << 1. De tels noyaux sont 
appelés polaires. La fonction continue L (s, t) est limitée en module 
dans k, et 

A 


ls—t{* ° 


|K(s,1)|< (102) 


où À est une constante. 
Majorons tout d’abord l'intégrale sur un intervalle arbitraire fini 











d ; , 
1 _ dt dt 2 (d—c)t% - 
(s—t)% d= Î (s—t)% ss Î (t—s)* < 1—a (0< a ss 1). 


Soit l'opérateur intégral 

b 
sie C 

Ms 


où w (t) appartient à l’ensemble & des fonctions continues limitées 
en module par un nombre, i.e. | u ({) | < m, et montrons que v (s) 
forme un ensemble compact dans C, i.e. l'opérateur (103) est un 
opérateur compact de C dans C. La fonction v (s) étant limitée par 
un même nombre, il vient 


1— 
OI<mD (D= 10 4). 


1— a 


v(s) = u (£) dt, (103) 


Il ne reste plus qu’à démontrer l’équicontinuité de v (s). Nous avons 

visiblement 

L CE L(s,t) | 
FT [s—t|"* 


[u(s")—v(s)|[< dt. (104) 








Soit Ô >0 un nombre Sa devant (b — a). Recouvrons les 
points s” et s de la droite numérique avec les intervalles ©, et @3 
de longueur 25 et de milieux les points s et s’. Ces intervalles peuvent 
empiéter les uns sur les autres et déborder l'intervalle [a, b]. Le 
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module de l'intégrande de (104) n’est pas supérieur à 


A J A 


PET PET 
En intégrant cette somme par rapport à &:4 et @,, et en addi- 
tionnant les deux résultats, on obtient une quantité positive qui 
n’est pas plus grande que 

23-agit-x 
1— a : 
11 nous faut maintenant effectuer une intégration sur le reste 
de l'intervalle [a, b], où |[s —t| et |s — t | > 6, de sorte que 

l'intégrale cherchée ne sera pas, en module, supérieure à 


b 
1 ; : 

FA [iis—2PL(es,5—1s —2 {2 (6, t) | dé. (105) 

Montrons que quel que soit & >> 0 donné il existe un n (ne dépendant 

pas de u (t)) tel que 


ls") —v(s)[<e pour [s —s|<n. 
Choisissons d’abord Ô tel que 


23-ast-a £ 
1—@ A<T - 
En vertu de la continuité de l’intégrande de (105) il existe un n 
tel que l'intégrale prise sur le reste de [a, b] ne soit pas supérieure 
à + 
montré que l’opérateur (103) est compact. 
Etudions encore quelques propriétés de l’opérateur. Introduisons 
un noyau continu proche, au sens ordinaire, du noyau Æ (s, t). 
Soit y un nombre positif petit. Posons 


K(s,t) pour [s—t|[>Y, 
K, (s, p= L (s, Done le (106) 
Ÿ 


Le noyau X, (s, t) est différent du noyau Æ (s, t) uniquement lorsque 
[s—t|<7yetlK,(s 1) | <]X(s, t) |, de sorte que 
b 


. Nous obtenons en définitive | vu (s") — v(s) | < e. On a donc 


(be 1-@œ 
[ LK, (s.t)| dd <D (D= 4) : 
a 
Outre la transformation (103) considérons la transformation intégrale 


b 


Dy(s) = | K, (s, t)u (t) dt. (107) 
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En reprenant les mêmes majorations que précédemment et compte 
tenu de la définition (106), on déduit aisément le lemme suivant : 


Lemme. Si les fonctions continues u (t) sont limitées en module: 
par un même nombre, alors pour 0 <y<e,oùe>0et K, (s, lt) = 
= K (s,t), la formule (107) définit une classe de fonctions von 
linues limilées également en module par un même nombre. 


Dans la suite nous aurons besoin de la formule de changement. 
de l’ordre d’intégration 


Îrix (6, 2) ua (0) dt | 3 ous) tire t) Ua (s) ds | us (9) dt, 


{a 


où u, (t) et u, (s) sont des fonctions continues dans {a, b]. Pour le- 
noyau continu X, (s, t) une telle formule existe et on montre aisé- 
ment que 


b b 
| K, (s, t) us (1) dt —+ À K (s, t) us (#) dt lorsque y —+-0 (108) 
s u 


uniformément en s. Nous aurons besoin d’une autre formule encore. 
Soit o, (t) des fonctions continues dans [a, b], dépendant d’un para- 
mètre posilif y et convergeant uniformément pour y—> +0 vers 
une fonction æ, (t) qui est visiblement continue. Alors 

b 


b $ 
Î &(6,9 9 © dt À K (6, 9 go dt. (109) 
Ce qui découle de l'inégalité évidente 


| [A (s, €) Po (é) — K, (s,t) p, (#)] dé |< 


<| | K (6, 2) Lo (D — 9 O1 de] +| 6.02, 6,910 ail 


1-17. Equations intégrales à noyau polaire. Soit l’équationinté- 
grale à noyau La la forme (102) 


TETE Do (110), 


où la fonction donnée f (s) et la fonction cherchée q (s) sont continues 
dans [a, b]. Supposons tout d’abord que À n’est pas une valeur carac- 
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téristique, i.e. l'équation 


b 
p(s)=À [ke 1) @ (6) dt (111) 


(#2 


n’admet que la solution triviale. Montrons que ceci étant l'équation 
homogène 
b 


En (= 2 | y (s, #) Pot dé (1113) 


ne possède que la solution triviale pour tous les y suffisamment 
proches de zéro. Faisons la démonstration par l'absurde. Supposons 
qu'il existe une suite de nombres positifs Y;, Yo, + « +; Yn: 
tendant vers zéro et telle que les équations possèdent des solutions 
b 
Pr, (9 = | &, (st) pr, dt (n=1,2, ..…) (112) 


a 


non triviales. Ces solutions étant définies à un facteur multiplicatif 
conslant près, on peut toujours estimer que 


1Pr, SI< 1, (113) 


en outre l’égalité est réalisée pour une certaine valeur de s. En vertu 
du lemme [1-16] les @,, (s) sont équicontinues et de la suite @,, (s) 
on peut extraire une suite partielle uniformément convergente vers 


une fonction limite p,(s). En passant à la limite dans la formule (112), 
on déduit 


b 
_p()=à | Æ (6, 8 po (0 dt. (114) 


En vertu de l’uniformité du passage à la limite et du signe d'égalité 
dans (113) pour un certain s, on peut affirmer que la fonction con- 
tinue ®p, (s) # 0, i.e. À est une valeur caractéristique de l’équa- 
tion (111), or cela contredit notre hypothèse, donc l’équation (111,), 
pour tous les y > 0 suffisamment proches de zéro, ne possède que 
la solution triviale et on peut affirmer que les équations 


b 
Pr(s)=f (5) + à À K, (6, 0 @, (6) dt (115) 


à noyau continu admettent une solution unique quel que soit f (s). 
Montrons que pour tous les y suffisamment proches de zéro, ces 
solutions sont limitées en module par un mème nombre. Soit m, — 


= max |,(s) |]. Il nous faut montrer qu’il n'existe pas de 
a<s<b 
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suite my, qui tende vers +00 lorsque y, —> 0. Supposons qu'une 
telle suite existe. On a 


Ty, () 


Yn 


<1, (116) 





en outre l'égalité est réalisée pour un certain s. Posons y = y, dans 
l'égalité (115) et divisons ses deux membres par m,, : 





Py, (s) e Py, (£) (s 
À (&,, (s, Dr sh Er r (147) 


Le second terme du second membre tend uniformément vers 0 dans 
[a, bl; en vertu de (115) et du lemme [1-16] le premier terme est 
une suite de fonctions uniformément bornées et équicontinues. 
En vertu du théorème d’Arzelà nous pouvons considérer que le 
premier terme converge uniformément sur [a, b] vers une fonction 
limite lorsque y, — 0. Donc le premier membre doit converger 
uniformément sur [a, b] vers une fonction limite , (s) qui n’est 
pas identiquement nulle, car l'égalité est réalisée dans (116). En 
passant à la limite dans (117), on déduit (114), i.e. À est une valeur 
caractéristique de l’équation (111), ce qui contredit notre hypothèse. 
Donc pour les y suffisamment proches de zéro toutes les fonctions 
y (s) sont limitées en module par un même nombre. Par ailleurs 
de (110) et du lemme [1-16] il résulte que les fonctions @, (s) sont 
équicontinues. En utilisant encore le théorème d’Arzelà et en PS 
à la limite, on obtient 


O(s)=f(s) +2 K (s, 1) @(#) dt, (118) 


où & (t) est une fonction continue. 
Nous avons donc montré que si À n’est pas une valeur carac- 
téristique de l'équation (110), alors cette équation possède une 
solution quel que soit le terme libre j (s). L’unicité de cette solution 
découle directement de l'hypothèse selon laquelle l'équation homo- 
gène (111) n’admet que la solution triviale. 
Considérons maintenant l’ ue homogène adjointe de (111): 


p()= KO (119) 


et montrons qu’elle n’admet aussi que la solution triviale. Suppo- 
sons l’inverse et soit 1 (s) une solution de cette équation différente 
de la triviale. Multiplions les: deux membres de (110) par + (s) et 
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intégrons par rapport à s en modifiant l’ordre d'intégration dans 
l'intégrale répétée en vertu de [1-16]: 


b d b b 
loovods=[fiTrenvod]oua+T7ovoas, 


et de (119) l’on déduit la condition de résolubilité de l'équation (110} 
(cf. déduction de la formule (79) de [1-10)): 


b 


À 1 (9 (9 dt 0. (120) 


a 


Or nous avons vu que l’équation (110) est soluble quelle que soit f (s). 
Cette contradiction montre que l’équation homogène (119) ne pos- 
sède que la solution triviale. 

Donc pour les noyaux de la forme (102) nous avons démontré 
l'alternative suivante: ou bien les équations 


O= O4 TE 6, ) p (6) dé, 


d(s)=g(s) +2 | ÆK' (6,5) Ÿ (®) dt : 


Qeno À 


possèdent simultanément des solutions au surplus uniques, quels 
que soient les termes libres f (s) et g (s), ou bien les équations homo- 
gènes correspondantes admettent des solutions non nulles. 

Remarque. Si À n’est pas une valeur caractéristique, nous 
avons montré que les équations (115) possèdent pour chaque y suffi- 
samment proche de zéro une solution unique et que ces solutions sont 
limitées en module par un même nombre. Puis en extrayant une 
suite partielle et en passant à la limite, nous avons déduit la solu- 
tion de l'équation initiale (110). 

On démontrerait sans peine moyennant l’unicité de la solu- 
tion de l'équation (110) qu'il n’est pas indispensable d'extraire 
une suite partielle. En effet si @, (x) ne tendait pas vers une limite 
définie en un point s, pour y — +0 on aurait pu extraire deux suites 
partielles qui auraient tendu uniformément vers deux fonctions 
limites continues prenant des valeurs différentes au point s. Nous 
aurions ainsi obtenu deux solutions distinctes pour l’équation (110), 
ce qui est impossible puisque À n’est pas une valeur caractéristique, 
Donc sans qu'il y ait besoin de choisir une suite partielle, o, (s} 
tend vers une fonction limite © (s). L’uniformité de cette tendance 
découle de ce qu’en vertü de (115) les fonctions ®,(s) sont équi- 
continues ct limitées en module. 
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:. I-18. Cas où À est une valeur caractéristique. Supposons mainte- 
nant que À est une valeur caractéristique. Si l’une des équations 
homogènes 


p(s)=A | Æ(s, 5) p(t) dé, (121:) 


P(s)=2 | Æ(,s) Y() di (1212) 


OO D 


possède un nombre fini de solutions linéairement indépendantes, 
alors en reprenant la démonstration du théorème 9 [1-10] on va 
montrer que la deuxième équation possède autant de solutions 
linéairement indépendantes. Ensuite en procédant exactement comme 
dans {[-10] on démontre que la condition (120) où w (s) est une 
solution quelconque de (121,) est une condition non seulement né- 
cessaire, mais suffisante de résolubilité de l'équation (110). 

Montrons donc que le nombre de solutions linéairement indé- 
pendantes, de l'équation (121,) par exemple, est fini. 

Démontrons cela par l’absurde. Supposons que l'équation (121,) 
admette une infinité de solutions linéairement indépendantes 


b 
Pn (5) =À #6, qd (n=1,2,...). (122) 


On peut supposer que ces solutions sont mutuellement orthogona- 
les, i.e. 


b 

fOvt@d=0 pour pa (123) 

a 
et qu'elles vérifient l'inégalité 

Pa (s) | < 1 (n=1, 2, . ) (124) 
en outre l'égalité est réalisée. De (122) et (124) il résulte que ®, (s) 
sont équicontinues dans [a, b] et que la suite æ, ({) contient une 
suite partielle qui tend uniformément sur [a, b] vers une fonction 


limite p, (1). En passant dans la formule (123) à la limite par rap- 
port à la suite partielle @, (x), il vient 


b 
Ÿ vo (6) pa dt = 0 
puis par rapport à q 


b 
| 19.0 par0. 
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Or la fonction w, (t) ne peut être identiquement nulle, car dans (124) 
l'égalité a lieu quel que soit n et la formule nous conduit à une 
contradiction. On a donc démontré que l'équation (121,) ne possède 
qu'un nombre fini de solutions linéairement indépendantes. 

Ainsi pour les noyaux de la forme (102) nous avons encore 
démontré ce qui suit : si À est une valeur caractéristique de l’équa- 
tion (110), alors les équations (121,) et (121,) possèdent le même 
nombre de solutions linéairement indépendantes et pour que l’équa- 
tion (110) soit soluble, il est nécessaire et suffisant que le terme 
libre f (s) satisfasse à la condition (120), où w (s) est une solution 
quelconque de l'équation (121.). 

Dans un prochain paragraphe on montrera que pour des noyaux 
polaires tout domaine borné du plan À ne peut contenir qu’un nom- 
bre fini de valeurs caractéristiques et chacune d’elles ne peut être 
que de rang fini. 

1-19. Cas multidimensionnel. Tout ce qui vient d'être dit se 
transpose sans notables modifications au cas multidimensionnel. 
Dans le cas bidimensionnel l’équation intégrale à noyau polaire 
est de la forme 


pO=f +1 | 62008, (125) 


B 


où B est un domaine plan borné quarrable; l'intégrale doit être 
considérée comme double sur B, t est le point variable d’intégra- 
tion, di l’élément de surface (en coordonnées cartésiennes dt — dx dy), 
r la distance des points s et t, 0 < a < 2 et L(s,t) une fonction 
continue en s et { dans le domaine fermé B. D'une façon analogue 
on écrit l’équation intégrale à noyau polaire dans un espace à trois 
ou plus généralement à n dimensions (0 < &« << n). La théorie des 
équations intégrales où l'intégration s'effectue sur des surfaces 
régulières se construit d’une façon analogue. Les conditions ri- 
goureuses de régularité d’une surface seront formulées dans la 
deuxième partie de ce tome lorsque nous appliquerons les équations 
intégrales à la théorie du potentiel. 

1-20. Equations intégrales à noyau itéré régulier. On se propose 
maintenant d'examiner le produit de deux opérateurs intégraux 
à noyaux polaires dans le cas linéaire (n — 1). Dans le tome V on 
donnera une démonstration détaillée pour nr quelconque. Soient donc 
deux noyaux polaires de la forme 


L4 (s, 1) 


1s—t1* 


b 
Ki = vi (s) = | ua (8) dt; 


Î 


b 
Kous —= Vo (s) | su, Uo (t) dt, 


[s—t] 


5—0727 
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où L; (s,t) sont continus dans 4, et 0 < &, B << 1. Le produit K,K,; 
de ces opérateurs est un opérateur intégral de noyau 


b 
_—. LA (s, T) L; (Tr, t) 
M (s, = Ls—TlBlT—tf* 

| a 

Montrons que M (s, t) est continue dans k, en dehors de la dia- 
gonale s—t. Supposons que st, et que le point (s,, #,) soit 
contenu à l’intérieur de 4,4. Divisons l'intervalle a & t < b en 
deux parties r, et r, telles que r,; contienne le point t — s, et r, 
le point t = £, strictement à l’intérieur. Choisissons e suffisamment 
petit pour que les intervalles |T1—-s [Se et [T—#, |[<e 
soient contenus strictement à l’intérieur de r, et r,. Divisons l’inter- 
valle d'intégration a<T<b en cinq intervalles [a, s, — el, 
[So — &, So + el, [so + 8, to — el, [to — €, t + el, [+ e, b]. 

Les intégrales prises sur [s, — e, s, + el et [é, — e, ét, + el 
peuvent être rendues aussi petites que l’on veut en valeur absolue 
par un choix adéquat de &, quant aux intégrales prises sur les autres 
intervalles, elles sont des fonctions continues en (s,, to). 

D'où il résulte que M (s, t) est continue dans k, en dehors de la 
diagonale s = £. Si le point (ss, &) est porté par un côté de k,, la 
démonstration est analogue. 

Examinons maintenant les cas où &+ $ > 1 et « + B <'1 en 
supposant toujours que s £ é: 

I. «a + B >> 1. Désignons | s — & | — Ô et introduisons les nou- 
velles coordonnées 


1S., ’ L, ’ T 

S 75 ? LA 5 ? T Er (126) 
de sorte que |s° — #’ [| — 1. On aura 
Î dr £ [ dt ___ | dr” 
D ARS AE Cd le Ale 


Dans la dernière intégrale transposons l’origine +’ de l'axe au 


point s’ et orientons cet axe de s’ à #’. Il vient 
b + 00 | 
Î dt g-@+B-10 Î dr’ 
J'ps—cff pre PATAUEZETE 


La dernière intégrale est convergente car a et f<1,eta +$B>1, 
de plus elle ne dépend pas de s et é, i.e. 
b 


d h Es 
Meter de 0? “280 
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et 
M(st=2L(st)|s— +t1-@+B-1 


(œ +B>1), 


où ZL (s,t) est continue pour s Æ {, comme nous l’avons démontré 
plus haut, et en vertu de (126,) est bornée. 

II. &« + f<1. Soulignons que dans ce cas l'intégrale (126) 
converge également pour s — it. Montrons maintenant qu'a lieu 
l'inégalité 

Is— Ti ÉIT—ip es ]s— TI + Tr — 21 ct. 


En effet, en multipliant les deux membres par | s — rt [+6 et en 
désignant [s— T||T—#t|"!=—7r, il vient 


re LA +ret, 


car si r < 1 alors r* < 1, et si r > 1 alors r« < r«T8, Donc pour 
le noyau 1 M (s, £) nous avons pour c a +p<i l'inégalité 


b | b 
MDI T + el, 


dont les intégrales du second membre sont uniformément conver- 
gentes en s € [a, b] et £ € La, bl. D'où l’on déduit sans peine que 
l'intégrale impropre . 


b 
Li(s, 7) Lo (x, t) 
M (s, ) ES st r—tlP dt 


est uniformément convergente sur le carré k, tout entier, y compris 
sur la diagonale s — {, et M (s, t) est donc une fonction continue 
dans #4. 

a Es maintenant les puissances de l'opérateur à noyau 
polaire 


Le noyau de l'opérateur K? s'écrit 


b 
K? (s,t) = AO EREREE 


s—Tl lit if 
D'après ce qui a été dit plus haut, les exposants de polarité des 


noyaux ÆK°(s,t), K°(s,t), ... seront respectivement 2x — 1, 
34 — 23 +. Soit p un nombre naturel tel que 


@—a—-(p—-2)>0, pa —(p—1)<0. 
5% 
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Le noyau de l'opérateur intégral KP (s, t) est alors continu dans 
k,. Notons que la puissance de X! (s, ) n’est autre que le noyau 
itéré K, (s, t). Le cas à + ff — 1 qui n’a pas été examiné plus haut 
peut toujours être exclu par une modification de « ou B. Ce qu'on 
fait en multipliant le numérateur et le dénominateur du noyau 
par [s—#1|f, où e >> 0 est un nombre suffisamment petit. 
Lorsque &« + f — 1 on peut majorer M (s, t) comme suit: 


[M (s, D I<C:llgis—t#t||+0C. 


Dans le tome V nous étudierons dans le détail le cas multidimen- 
sionnel. Nous nous bornerons ici à quelques résultats. Soit dans un 
espace à n dimensions la composition des noyaux polaires: 

M (P, Q) = Ç EE R) Q) don, 
J ri rh 
où r, est la distance des points P et R et r, des points R et Q, 0 < 
<a<n, 0O<B<n, L, (P, R) et L,(R, Q) sont continues dans 
un domaine borné B de l’espace considéré. Le noyau M (P, Q) 
est continu si P est différent de Q et l’on a la majoration: 


C à 
IMC OI<-r = si a+f>n; 


[M (P, Q)I<Cillgir||+C2 si @œ+B=—n, 


où r est la distance des points P et Q. Si a+B<n, alors M (P, Q) 
est continue dans le domaine fermé B 
Soit l'équation homogène à noyau polaire 


ee 


K (s, t) q(t) dé. (127) 
En portant l'expression de : dans le second membre, on obtient 
b 
p(— 22 | As (s, à p (0 de. 


En poursuivant cette procédure on aura 
b 


p(s)=A? | K, (st) p (6) dé. (128) 


Supposons que K, (s, t) soit déjà un noyau régulier. 

Il est évident que toute solution de l'équation (127) est égale- 
ment solution de l’équation (128). Or l’équation (128) ne peut ad- 
mettre dans tout domaine borné du plan À qu’un nombre fini de 
valeurs caractéristiques de rang fini et la solution ® (s) d’une équa- 
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tion à noyau régulier est continue. Donc on peut en dire autant de 
l'équation (127). 

On démontre que toute fonction propre de l'équation (128) 
(à condition que À”? soit une valeur caractéristique) est une combi- 
paison linéaire des fonctions propres des équations 


2ni 


b 
p(s) = Ac! ke, hotdt (@—=er) (k—0,1,...,p—1). 


1-21. Appareil de Fredholm pour les noyaux polaires. Considérons 
l'équation intégrale à noyau polaire 


b 
p(s)= f (s)+A | K (s, t) p (é) dt, (129) 
où 
L(s,t) 
K (5, t)}—————, 
(s, t) PENTC (130) 


Dans ce cas K (s, s) n’a pas de sens et nous n’avons pas la première trace de 
Æ (s, t). Supposons que & < 2 *). Ceci étant tous les noyaux itérés, à partir 
du second, XK, (s, t), sont continus, et donc existent les traces 
b 
Am= | Kms, s)ds (m2, 3, ...) (134) 
a 


Revenons au noyau continu et rappelons que la résolvante R (s, t; À) 
est définie par la formule 


.n_ D(st;h 
Rs, t; De D (132) 
où D (s, t; À) est le produit de deux séries entières: 

Ds 151) = [K (st) +AKs (st) + MRKs(s t) +...]D (A). (133) 


La série de D @) a été définie pour tous les À au moyen de la formule (50) et 
pour les | À | suffisamment proches de zéro au moyen de la formule 


2 3 
_ (anrak+ah+...) 


D ()=e 


En multipliant le numérateur et le dénominateur de (132) par e 
gnant 


Ai ot en dési- 


D(s,t;Meñh=D, (s,t:A); D(Melh=D, (à, 


on peut écrire une identité analogue à (133): 

Das, t; À) =[K(s,t) + AK (s, t) + ...]D, (à). (134) 
On déduit formellement cette identité de (133) en exprimant D (4) en fonction 
des traces et en faisant À, — 0 dans (134). 


*) Lorsque 24 < 1 les noyaux polaires sont dits faiblement polaires. 


70 CH. I. ÉQUATIONS INTÉGRALES 


La fraction 

D,(s,t;2) 
D; (à) 

est visiblement le prolongement analytique dans le plan À tout entier de l’ex- 


pression entre crochets de la formule (134). | 
Jusqu'ici nous n'avons parlé que d’un noyau continu. Dans le cas du noyau 


Ra(s,t; = (435) 


polaire (130), pour « < _ on démontre que 


2 3 
none + » 


est une fonction entière de À et que la solution de l'équation peut se mettre 
sous la forme 


b 
pO= OA | RG, 2:00 a 


les zéros de D, (À) étant les pôles de R, (s, t; À). Notons encore que tous les 
termes en 4, de D (à) et D (s, t; À) s'obtiennent uniquement à partir des élé- 
ments diagonaux des déterminants figurant dans les expressions de 4, et d,, (s, t) 
et qu’on obtiendrait D, (à) et D, (s, t: À) à l'aide des formules indiquées plus 
haut moyennant K (s, s) = 0. | 

L'étude du cas mentionné est due à Hilbert. D'une façon analogue si, 
dans le noyau polaire, « est tel que les noyaux itérés X, (s, t) sont continus 
pour r > m, alors la résolvante peut être mise sous la forme | 
Des (6: 13 À) 

D+1 (À) . 

où D,n+1 (à) se déduit de D (À) en posant A; — 4, = ...— Am = 0 et 


Da (st: À) = UK (6,1) + AK (8, 2) + MK (s, t) +...) Di ON). 


I-22. Intégrale de Lebesgue. Nous n’avons examiné jusqu'ici que 
des équations intégrales à noyaux continus ou polaires et cherché 
leurs solutions dans la classe des fonctions continues sur un inter- 
valle fini ou dans un domaine fini. Partout nous nous sommes 
servis de l'intégration au sens de Riemann. Avant de passer à la 
théorie des équations intégrales avec une intégration au sens de 
Lebesgue nous allons procéder brièvement à quelques rappels du 
tome II que nous complèterons pour les besoins de l'exposé. 

Deux fonctions continues f (x) et g (x) définies sur un intervalle 
quelconque [a, b] ou dans un domaine sont confondues si elles sont 
identiquement égales, i.e. f (x) — g (x) pour tous les x de [a, bl. 
Dans la théorie de Lebesgue nous avons introduit la notion de fonc- 
tions «équivalentes» (t. II [III-81), plus exactement deux fonctions 
mesurables f (x) et g (x) définies sur un certain ensemble mesurable € 
sont équivalentes sur @ si f (x) — g(x) presque partout sur 6, 
i.e. si l’ensemble de tous les x pour lesquels jf (x)  g (x) est de 
mesure nulle. Il est aisé de voir que si f (x) est équivalente à g (x) 
et g (x) équivalente à une fonction mesurable « (x) sur &, alors 
f (x) est équivalente à © (x). ne | 


Rs t: À) Te 
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Deux fonctions continues f (x) et g (x), qui ne sont pas égales 
en un point quelconque x = c, ne le sont non plus, en vertu 
de la continuité, dans aucun voisinage du point x — c et donc ne 
sont pas équivalentes. L'ensemble des fonctions équivalentes forme 
une classe D composée d’une infinité de fonctions. Une telle classe 
peut contenir pas plus d’une fonction continue comme elle peut ne 
pas en contenir du tout. Dans la suite, s'agissant de la théorie de 
Lebesgue, le signe d'égalité entre deux fonctions signifiera que ces 
deux fonctions sont équivalentes. On a montré que l’équivalence de 
la fonction Î (x) à une fonction identiquement nulle sur [a, b] peut 
être exprimée au moyen de l'égalité 


b 
JIf@ldr—0 


et l’équivalence des fonctions œ (x) et 1 (x) par l'égalité 
b 


À Lœ €) — (2) | dr = 0 


a 


on suppose bien sûr que ces fonctions sont sommables. 


La théorie de Lebesgue se transpose facilement aux fonctions 
complexes , 


f (@) = f (@) + if 


La mesurabilité et la sommabilité d'une telle fonction se ramènent 
aux propriétés respectives de jf, (x) et f, (x). L'intégrale est définie 
par l'égalité 


b b b 
Jrede= | ft dr+i | (dr. 
Des inégalités 
AISVRFÉ LAISVR FR VRAI AlElAl 


il résulte que la sommabilité de f (x) est une condition nécessaire 
et suffisante pour que son module | f (x) | soit une fonction sommable. 
L'appartenance de f (x) à L, (t. II [VI-1-8]) équivaut à l’apparte- 
nance de j, et fe à L,, ou autrement dit, à l'appartenance de |f (x) | 
à 

Considérons la classe Z, de fonctions complexes sur un ensemble 
mesurable &. Chacune‘ de ces fonctions sera appelée élément de L.: 
Des fonctions équivalentes s’identifient comme éléments de La. 


Ces éléments peuvent être additionnés et multipliés par des constantes 
complexes arbitraires. 
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Introduisons la notation 
b 
CHER TOETOE (136) 


Le nombre (p, 1) est appelé produit scalaire de q (s) et + (s). Il jouit 
des propriétés évidentes suivantes: 


(cp, db) — cd (p,%) (c et d sont constantes), 
(Qa + Pas Vi + Va) = (Pur Va) + (Pas Pa) + (Pre Va) + (Pas Vo), (137) 
(p, p) = (y, +). 


Si (d, ) = (p,%), alors (p,%) est un nombre réel. La « norme » 
de l'élément œ est définie par l'égalité 


b 
Iel= VE D=V [irotds. (138) 


a 
Il est évident que || o{| > 0 et l'égalité n’est réalisée que pour l'élé- 
ment nul ®, i. e. pour une fonction œ (s) nulle presque partout dans 
[a, b] (équivalente à zéro). 
On dit que les éléments q et ÿ sont orthogonaux si (p,w) = 0. 
L'élément nul œ est orthogonal à tout élément. Les formules sui- 
vantes ont lieu: 


lcpl=lellpl; 1e, pI< ol: 
et l'inégalité du triangle 
Ip +pT< Ip 1+ I I. (139) 


Si les éléments 41, W., ..., YA» sont deux à deux orthogonaux, 
alors de (137) on déduit le théorème de Pythagore: 


Ip + Da + ee + me NE = Ii IP + Pa Ê #0 + Nm LÉ 


Une suite d'éléments p, converge dans L, vers l’élément , si 
b 
Ap—q = [1P()—pn (8 Fds—0 lorsque #0 (140) 


(convergence en moyenne). Ce qu’on note p, — y. Il ne peut exister 
qu’une seule limite. Si la suite @, possède une limite, elle est con- 
vergente en soi, i.e. {| ®m — Pn || —-0 lorsque m et n croissent 
infiniment et, réciproquement, la convergence en soi entraîne l’exis- 
tence d’une limite pour la suite p, (t. II [VI-1-9]). 

Cette propriété est appelée complétude de l'espace L,. Si au lieu 
de l’espace L, nous avions considéré un espace de fonctions 9 (s) 
continues sur un intervalle fini [a, b], nous aurions pu reprendre 
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« 


toutes les définitions et propriétés précédentes à l’exception de la 
complétude, i.e. || pm — p, || 0 lorsque m et nr —+o n'’entraîne 
pas l'existence d’une limite œ (s) (qui est une fonction continue} 
pour la suite de fonctions continues ®, (s). Par contre l'existence 
de la limite ®, (s) — œp (s) entraîne la! convergence en soi, i.e. 
[Om — Pn 11 — 0 lorsque m et n —+ «. Ceci découle de la relation 


Pm — Pn = (Pm — P) + (P — Pa) 
et de l'inégalité du triangle 
ÎPm — Pn I N Pm — PI + NP — Pr Il. 
Les expressions cp, œ@ <+#% et (p,7%) dépendent continûment du 


nombre c et des éléments @ et, i.e. sic, —+c, Pr — petŸh — , 
alors 


CnPn > CP; Pan + Pn > P +3 (ns Pn) —+ (p; Ÿ). (141) 
Les deux premières assertions découlent des égalités 
CP — CnPn = (C — Cn) P + En (P — Pn); 
(p +) — (On + Ÿn) = (P — Pn) + ( — Ya) 


et de l'inégalité du triangle. La troisième a été démontrée dans 
(t. II [VI-1-9]). La définition de la norme (138) entraîne: si q, — ®, 


alors [qn l—+@l 
La convergence des séries dans L, est une convergence en moyen- 


ne, i.e. 


Un (X) (142) 


D48 


S'(x) = 


IL 


équivaut à 
lim \ LS (x) — Sn (x) Pdx = 0, 
ñn—+ 00 
6 


n 


Sn (x) = à ur (x). 


Toutes les fonctions vu; (x) peuvent être remplacées par des fonc- 
tions équivalentes. La fonction S (x) est aussi remplacée par une 


fonction équivalente. De (S,, v) —(S,v), où v est une fonction 
quelconque de Z,,, découle que les membres de la série (142) peuvent 
être multipliés terme à terme par v (x) et intégrés terme à terme, i.e. 


| S(av(ddr=Y | uy (x) v (x) dx. (143) 
ë nai $ 
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1 


Passons maintenant à l'exposé de quelques compléments aux 
systèmes orthonormés dans L,. Les fondements de cette théorie sont 
développés dans (t. II [VI-1-101). 

1-23. Systèmes orthonormés dans Z.. Formulons tout d’abord 
un théorème qui sera démontré dans le chapitre III. 


Théorème 1. Soit f (x) une fonction quelconque de L,, définie 
sur un intervalle fini la, b] et e un nombre positif quelconque donné. 
Il existe alors une fonction v (x) continue sur [a, b] telle que 


lf—glè= Je — (D Pdr< (144) 


Ce on est valable pour des domaines bornés dans le plan 
ou dans l’espace. D'ordinaire on le formule ainsi: l'ensemble des 
fonctions continues est dense dans L, dans le cas d'un domaine borné. 

Nous examinerons ce théorème plus en détail dans le chapi- 
tre III. On le démontrera en se servant de la continuité en moyenne 
des fonctions de Z,. Cette propriété s'énonce ainsi: pour toute fonc- 
tion f (x) de Las quel que soit e >> 0 donné, il existe un n >> 0 tel que 


Îie+n- f@)Pdr<e pour |k|<n. 


On suppose que jf (x + h) — 0 si x + h est situé à l'extérieur de 
l'intervalle [a, bl. La démonstration de cette assertion sera donnée 
dans le tome V. 

Enonçons un résultat dans le cas d’un domaine illimité. Il faut 
remplacer ici l’ensemble des fonctions continues par un ensemble 
de fonctions continues s’annulant en tous les points suffisamment 
éloignés de la droite numérique, du plan ou de l’espace. Dans le cas 
du plan, par exemple, les fonctions considérées doivent s’annuler 
à l'extérieur d'un cercle centré en origine des coordonnées et dont 
le rayon peut ne pas être le même pour toutes ces fonctions. De telles 
fonctions sont appelées finitives. 

Voyons maintenant dans quelles conditions un système orthonormé 
de fonctions dans Z, est fermé (complet) sur l'intervalle fini [a, b]. 


Théorème 2. Si un système orthonormé de fonctions continues 
Pr (x) (k = 1, 2, .) est fermé dans la classe des fonctions con- 
linues sur la, bl, alors il est fermé (complet) dans L,. 


Pour la démonstration servons-nous de l'inégalité du trian- 
gle (139) qui sous sa forme intégrale s’écrit : | 
1 


b 1 b L b : 
[ilem+rwrel <[fiewrel+[[ rer), 445 
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ie. 
Hg +RkI<IgU+ NAN, 
où g (x) et h (x) sont des fonctions de L, définies sur [a, b]. 
Soit une fonction f (x) de L, et un nombre &e > 0. En vertu du 
théorème 1 il existe une fonction continue o (x) telle que 
b 


[rap Pare. (146) 


a 


Désignons par a, les coefficients de Fourier de œ (x) relativement au 
système orthonormé œ, (x). Comme ce système est par hypothèse 
fermé dans la classe des fonctions continues, il existe un nombre n 
tel que 

b 


Jlpt)—sn (D Pre, (147) 


a 


Sn (x) = ” apPr (T)s (148) 
ax étant les coefficients de Fourier de ® (x). 
En remplaçant dans (145) 
8) =f(@)—#p(@); Rx) = p (2 — sn (à) 


et compte tenu de (146) et (147), il vient 
b 


[IF (250 (2) Parce. 


a 


Si dans l'expression de s, (x) nous remplaçons les coefficients de 
Fourier a, de la fonction q (x) par les coefficients de Fourier b, 
dont l'expression est 


b 
br = | j (2) où Co de, 


l'intégrale du premier membre ne peut que diminuer et donc 
(t. II [VI-1-7}) 


[10 (0 Pdr<e, (149) 


a 


où 0, (x) est une tranche de la série de Fourier de f (x)1 


On (2) = D ba (2). 
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En vertu du choix arbitraire de e > 0 et de f (x) de Z, dans 
{a, b], il s'ensuit que le système orthonormé , (x) est fermé et 
donc complet dans Z. 

Dans le tome II on a montré que les systèmes correspondants de 
fonctions trigonométriques étaient fermés sur l'intervalle [—Z, !] 
ou [0, {] dans la classe des fonctions continues; les systèmes en 
question sont donc fermés (et complets) dans Z, également. 

Citons encore un système orthonormé sur l'intervalle [—1, 1], 
plus exactement le système 


mo= y Ep, (+ (U=0,1,...), (450) 


où P} (x) sont des polynômes de Legendre (t. III, [V-8]). Ce système 
peut être obtenu par orthogonalisation des puissances de 2" (m — 
= 0, 1, ...), et tout polynôme Q, (x) de degré n s'exprime en 
fonction de œ, (x): 





Qn()= À aug (0). (151) 


En vertu du théorème de Weierstrass (t. II [VI-2-5]), il résulte 
que la classe des polynômes est partout dense dans la classe des 
fonctions continues dans tout intervalle fini y compris dans l’inter- 
valle [—1, 1], i.e. quels que soient la fonction f (x) continue définie 
sur l'intervalle [—1, 1] et le nombre e >> 0, il existe un polynô- 
me Q (x) tel que 


[f(&) — QG) 1< 


Q (x) est exprimé au moyen de la formule (151), où » est son degré. 
Ceci entraîne 


1 
[Ir@-0urar<e, 
“1 


de plus l'intégrale du premier membre ne peut que diminuer si l’on 
remplace les coefficients a, de la formule (151) par les coefficients 
de Fourier de la fonction f (x). Puisque & est arbitraire, il s'ensuit 
que le système orthonormé (150) est fermé dans la classe des fonc- 
tions continues dans l'intervalle [—1, 1], et, par conséquent, de 
toutes les fonctions de L,. Moyennant le changement linéaire x — 
— at + $ (x = 0), on peut remplacer l'intervalle [—1, 1} par un 
intervalle quelconque fini [a, b], en choisissant convenablement « 
et f. En portant x = at + B dans les fonctions (150) et en multi- 
pliant ces dernières par œ&”"/2, on obtient un système orthonormé 
fermé dans Z, sur [a, b]. Dans la suite nous montrerons que les 
fonctions de Hermite et de Laguerre forment des systèmes fermés 
sur les intervalles (—oo, Ho) et (0, co). 
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Jusqu'à maintenant nous n’avons étudié que des systèmes 
orthonormés sur des intervalles finis de l’axe X. Voyons à présent 
un carré k, défini dans le plan par les inégalités: a<r<b,a< 
<y<b. Démontrons le théorème suivant: 


Théorème 3. Si ax) (4 — 0, 1, ...) est un système 


orthonormé fermé dans L, sur la, b], alors wx, ; (x, y) = @x (x) p1 (y) 
(k, 1 — 0, 1, ...) est un système orthonormé fermé dans L, dans k:. 


Démontrons-le brièvement. Nous avons (t. II [III-4-20]) 


LL om» 62) Ge dr dy = 
ko 
À b 
— | Pm (Z) Pms (Z) | | Pn (Y) Pra (Y) dy |dz, 


a 


cette intégrale est égale à l'unité pour m — m,, n — n, et à zéro 
dans tous les autres cas puisque le système œ,, (x) est orthonormé. 
Les notions de fermeture et de complétude étant équivalentes, 
il nous faut démontrer que si f (x, y) appartient à ZL, dans k, et 


[free yon ny) drdy=0 (m,n=0,1,...), (452) 


k 
alors f (x, à est presque partout nulle dans k,. Posons: 
b 

En = | f(e y) mn Ce) dz. 
De (152) il s'ensuit ‘ 
b 
À Fm) n @) dy= | | f(x, 9) mn (D dx dy =0 


Ro 


et en vertu de la complétude du système , (y) on peut affirmer 
que Fn (y) — O0 presque partout dans [a, b]l; en fixant un tel y, 
on obtient 


b 
| Î (T, Y) Pm(x)dx = 0. 


Le système ®, (x) étant complet, f (x, y) — O presque partout en 
x pour les valeurs fixées mentionnées de y. Appliquant le théorème 
de Fubini à l'intégrale de | f (x, y) |? sur 4, on déduit, en vertu de ce 
qui a été dit plus haut, que cette intégrale est nulle, i.e. f (x, y) = 0 
presque partout dans k,, ce qu'il fallait démontrer. 
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I-24. Opérateurs linéaires bornés dans Z.. La théorie des opéra- 
teurs linéaires sera systématiquement exposée dans le tome V. 
Nous nous arrêterons sommairement, dans le cadre de ce paragraphe, 
sur les propriétés les plus simples de ces opérateurs. 

Soit l'opérateur intégral 


b 
D (s) — \x (s,Du(t)dt, (153) 


supposons pour plus de simplicité que le noyau est continu. Dans 
[I-41 on a montré que l'opérateur (153) transforme une fonction 
quelconque w (t) de la classe Z,, en une fonction continue v (s). Cette 
dernière peut également être considérée comme un élément de l’espa- 
ce Z.. Donc l'opérateur intégral (158) associe à toute fonction de,Z, 
une fonction de Z.. On dit que c’est un opérateur de L, dans L,.. 
On conviendra de noter brièvement la relation entre w et v par 
v — Ku. 
L'opérateur (153) est linéaire: 
K (ci + Cols) = C1KU + CoKuüo (C1 et Ca sont des constantes). 


Etablissons encore une propriété importante de l'opérateur K. Soit 
M le maximum de la fonction | Æ (s, t) | dans le carré k,. Majorant 
l'intégrande de (153) et appliquant l'inégalité de Bouniakovski- 
Schwarz, il vient 


-b CORRE 
I<HM | Mvolecmvr=aV | | u (6) |? dt. 


En élevant au carré et en intégrant, on obtient 
b b 
| Lv (s) [° ds LM? (b— a)? Î | u (#) [2 dé 


ou 
lu IF <M?(b — a) [lu IF. 


Nous avons donc démontré l'inégalité | 
Il Au [<< CI |, (154) 


où C — M (b — a). Tout has linéaire satisfaisant à l'inégalité 
(154) pour une constante € => 0 est appelé opérateur borné. Dans [1-25] 
on indiquera une condition (pour qu’un opérateur intégral de la 
forme (153) soit borné) qui est plus faible que la continuité du 
noyau. On rappelle que tout opérateur linéaire borné de Z, dans Z, 
n’est pas forcément intégral. Exemple: l’opérateur identique qui 
agit selon la formule Ku = u. A 
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Dans l'inégalité (154) on peut visiblement remplacer le nombre C 
par un nombre quelconque plus grand. Déterminons la plus petite 
valeur que peut prendre C. Supposons que l’on ait 


I Kull&C pour [ull= 1. (155) 


Si [[u [> 0, alors la norme de l'élément u/|| u || est égale à l'unité 
et par conséquent 


Lk (ra I Æul<C 





(ar <c ie 


et nous retrouvons l'inégalité (154), i.e. les inégalités (154) et (155} 
sont équivalentes. Pour || u || = 1 l’ensemble des nombres non 
négatifs || Xu || admet une borne supérieure exacte qui en vertu 
de (155) est la plus petite valeur que puisse prendre C. On la note nx 
ou || À || et on l'appelle norme de l'opérateur X: 


nelle sup 1 Au. (156) 


S'agissant de l'opérateur (153) à noyau continu, on a: 
I KT< M (b — a). 
Si [| Æ || — 0, alors l'opérateur K associe à tout élément de Ze 
l'élément nul (opérateur d'annulation). La norme de l'opérateur 
identique (Ku — u) est de toute évidence égale à l’unité. 


Tout opérateur linéaire borné X est continu, i.e. pour toute 
suite d'éléments @, — œ@ on aura X®, — Ko. En effet 


LKp — Ken 1 = IX (p — pr) I SEX I 1 P — n 1 +0. 


Les opérateurs linéaires bornés peuvent être additionnés et 
multipliés : 
(K + Lju = Ku + Lu, (LK)u = L (Ku), 


d’une manière générale, le produit n’est pas commutatif. On vérifie 
aisément 


IK+LISIAN+NILIE, NLKN<HIZLINX TE. 
En élevant à une puissance positive entière, on a 
AT SN Æ 


1-25. Equation intégrale à noyau de Z.. Soit l'équation intégrale 


b 
PO=/O+ATK(GDEEAE, (157) 
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où [a, blest un intervalle fini ou infini, f (s) € L, dans [a, b], K (s, t) 
une fonction mesurable dans le carré k,. On admet l'existence de 
l'intégrale 


b b 
Pr= | Îixe, 2 ds dt < oo. (158) 


On cherche la solution œ (s) dans Z.. 

Etudions tout d’abord les propriétés de l'opérateur (153) à noyau 
satisfaisant à la condition (158). Le noyau Æ (s,t) appartient à Z, 
dans (a, b) en t (respectivement en s) pour presque tous les s (res- 
pectivement pour presque tous les £). Donc l'intégrale (153) existe 
quel que soit uw (t) de Z, et définit une fonction mesurable v (s) 
sur (a, b). Cette remarque sera justifiée dans la démonstration du 
théorème de Fubini dans le tome V. 

Intégrant par rapport à s et appliquant l'inégalité de Bounia- 
kovski-Schwarz, il vient 


b b 
| Lo (s) ds < P° | Lu (6 dt 


ou 
UKu<Plul, KI <P, (159) 


où P est défini par la formule (158). Donc l’opérateur intégral X 
de la forme (153) à à noyau dans Z, est un opérateur linéaire borné 
appartenant à L, sur (a, b). Remarquons que l'intervalle (a, b) 
peut être infini. 

Revenons maintenant à l'étude de l'équation (157). En vertu 
du théorème de Fubini (t. II [TIT-4-20]) l'intégrale (158) se ramène 
à deux quadratures successives: 


b b 
P?= | Q? (s) ds = | R2 (+) di, 


b b 
Qw=(T1x 6, n2&)", R=(ÎIK(, HI°as)”, 
et a lieu la majoration [1-5]: 

Kai (s, D IKQ() RO) PT (nm =1,2,...). 


Composons la série 


2 En (s, î) = K, (s, t) + Ki: (s, t) À + da (160) 
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Désignant par S, la somme de ses n premiers termes, il vient 
n—1 | À LS ie [A EP 


P 
À Sn+p — Sn PQ? (s) R2 (6) PA] 
d'où 


n—i PAPrrE 1 | À re 


b 
P 
| À 1Sniu— Sn P ds di PE — 
a 


et pour | À | << P”1 le second membre tend vers zéro lorsque n — 00 
quel que soit p > 0, i.e. la suite S, est convergente en soi dans Z.. 
Nous pouvons donc affirmer que la suite converge dans Z, sur ko 
vers une fonction R(s,t; À) qui appartient à Z, en s et en t 
(t. II [VI-1-91): 


R(s,t; })— Ÿ Koss (s, &) AT (IA PT), (161) 


on remarquera que À (s,t; À) appartient en t à L, dans [a, b] pour 
presque tous les s de [a, b](t. II [III-4-20-21]). Comme dans [1-5] 
on démontre que pour |À | << P-! l'équation (157) possède une 
solution dans Z, qui a pour expression 


b 
PAF (+2 À R( #3 2) (0 dt. (162) 


En utilisant l'inégalité de Bouniakovski-Schwarz, on montre sans 
peine que l'intégrale du second membre a un sens quelle que soit 
f (t) de Z, et définit une fonction de s appartenant également à 2. 

Montrons que sous la condition [À | Pt, i.e. |[A|P <1, 
l'équation (157) admet une solution unique. Supposons qu’il existe 


deux solutions @ = f + AKç et ® —f +AK%. On a 
p—p=AK{(p — 9). 
Compte tenu de [AK [| SAP <'1, il vient 
lp—-plr, <8p—vplr, C<8<1), 


d’où il résulte que ® — œ@ est équivalente à zéro. 

1-26. Equation conjuguée. On est souvent conduit à étudier au 
lieu 'de l'équation adjointe l'équation dite conjuguée. On rappelle 
qu’une adjointe à l'équation : 
» b 


g (= f(9+2 À K(s, à p (0 de (163) 


«a 


6—0727 
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est l'équation : 
V(s)=8(s) + 1 | K ( 
On appellera conjuguée de l'équation (163) l'équation de la forme 
pO)=g(+7 | AU 5) p (9 dt. (164) 


S'agissant du «noyau conjugué», on introduit généralement la notation 
K* (s,t) — K (4,5) 


et pour l'opérateur conjugué correspondant : 
b 


v(s) = K*u (t) — | K*(s, t)u(t) dt 


a 


Les déterminants du numérateur et du dénominuateur de la résolvante 
du noyau conjugué seront de la forme 


K* F te Ya . 
Yi Ya. Un 


Le noyau conjugué satisfait visiblement à la condition 
b b 
Pr | | LK* (s, à) [2 ds dt < 00 


a «a 


avec les mêmes valeurs de Pet 
b 


Q* (s) = | [AY (s, )Pdt=R (s); 


bd 
R* (9) = | LK* (s, D Pds=Q (0. 


Tous les raisonnements de [1-9] restent en vigueur. 


On a 
(Æ p, +) — (p, K*}), (165) 


ou en développant 
b 


É K (s, pdt] PE ds = | LÎr& joua loc a. 


a 
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On vérifie cette expression en modifiant l’ordre d'intégration (théo- 
rème de Fubini). L'opérateur conjugué est visiblement linéaire et 
borné. On montre sans peine que 


Ritk)=Rt+AI; (KART; (Kiki) = KIT. 


Montrons la dernière égalité : 


(KK:)* = rt Ki(s, Kat, | = Î Ki, D Kat, s)dt— 


d 
= Î KY(s, T) K*(x, 1) dr = RK°K*. 


La dernière formule entraîne 
(Ke = (KV. 


S'agissant de la résolvante de K*(s, t), on a 


R*(s,t; À) = » Kh 41 (S, à, 
n=—0 


Ki (ss D) =K*(s, 0); Kn,(s, à) = (Ya 


et la solution de l'équation (164) s'écrit 
b 
PO =e (+2 | R(S, 1:7)8 (0 de. (166) 
1-27. Noyau dégénéré. Considérons le noyau dégénéré 


Ki(s, Ÿ) = 2 Pr (s) 0 (6), 


où pz(s) et 0x (4)E Le. Il est lié à l'opérateur fini 
' n 


v(s)=Ku(t)= À (us 0x) Pr (5). (167) 


h=—1 
Le noyau conjugué s'écrit 


Ki (s, t)= Ki (, = 2 On (S) Px () 








et l'opérateur fini correspondant 


(5) = Eu (= À ( Pn GC. (168) 


6* 
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L'équation 


b 
ps) = f (+2 À Æi(s,  p (0 de (169) 
s'écrit 
p(s)=f(s)+À à (@, 0x) Pa (s) (170) 
et les inconnues x, (p, 6:) sont déduites du système d'équations 
ti D artr=f; (i=1,2,...,n), (171) 
h=1 
OÙ din — (Px» 0j) et f;—(f, 0j). Le déterminant de ce système est 
4 — }asi — hay se — ain 
— Àao: 4 — Na = han 
ES PR PR TR TS (172) 
tn Ms À — Mann 
L'équation conjuguée 
b 
PE) 8 (+2 À KF(s, # (0 dé (73) 


a 


possède une solution de la forme 


P=8 (842 2 (b, Pa) Où (8) (174) 


@t les inconnues y; = (Ÿ, p:) se déduisent du système d'équations 
pi À Dong (G=1,2,..., 2), (175) 


où bip — (Op, Ps) = Ans et gi: — (g,o:). Le déterminant D, (W) 
du système (175) se déduit du déterminant D (À) en remplaçant À 
par À et dix Par ax:, i.e. en procédant à une symétrie par rapport à la 
diagonale principale et en remplaçant en même temps chaque élé- 
ment par son conjugué. Îl résulte que les équations homogènes 


D) =0 et D, —0 (176) 


possèdent les mêmes racines et que les rangs des deux déterminants 
sont égaux pour chaque racine commune; ces équations possèdent 
le même nombre de solutions linéairement indépendantes pour les 
mêmes racines. Autrement dit, Les équations (169) et (173) admettent 
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les mêmes valeurs caractéristiques et le même nombre de fonctions 
propres linéairement indépendantes. Les équations (176) peuvent 
ne pas posséder de racines (lorsque D (à) = const = 0). 

1-28. Résolution de l’équation à noyau dans ZL, quel que soit À. 
Soit l'équation , 


P(= (+2 À K(s, Do à, (177) 
où f(s) € L, dans [a, b]l et K (s, t) € L, dans k,. Soit oz (s) (4 — 
— 1, 2, ...) un système orthonormé quelconque fermé dans [a, bl. 
Observons que oz (s)o;(t) (k, 1 — 1, 2, .) sera un système 


orthonormé fermé dans k,. Pour simplifier l'écriture on supposera 
que les fonctions wz (s) ont réelles. On a 
K (s, t) Te . ba10k (s) O7 (&), (178) 
où by sont les coefficients de Fourier de K (s, {) par rapport au 
système © (s) ©, (t). 

La série (178) converge en moyenne, ce qui équivaut à l'équation 
de fermeture : 


(oo) 


b b 
BC D Pdsdt= Ÿ [bs,1f. (179) 


a k, I—1 


Divisons la série (178) en deux parties 
K(s, t)— > baron (S) ©: (0): K'(s, = 25 ba,io (s) où (6). 
k, 1 k où l>n 
Dans la deuxième somme la sommation s'effectue par rapport aux 


couples (k, ?) tels que l’un au moins de ces indices soit supérieur à n. 
Par conséquent, nous avons 


K(s,t)—K"(s, t)+K"(s, t), (180) 
b b n 
jiire, DPdsdt= 5 |br,1f; 
a «à | k, I—1 


b b 
| IL'G DPdsdt= D jouit. 
a 


a RoulI>n 


Soit £ > 0 un nombre quelconque arbitrairement petit. On peut 
fixer n tel qu’'ait lieu l'inégalité 

b b | 
| | |K'(s, DPds d<e. (181) 


«a 
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Le noyau K (s, t) est donc divisé en deux noyaux dont l’un X” (s, t) 
est dégénéré et l’autre K” (s, t) petit au sens de l'inégalité (181). 
L'’équation intégrale (177) peut s'écrire 


b 
P(#)= Po (s)+à | K”(6, #) p(E de, (182) 

où . 
Po (s)= f (9) +2 | &' (8,  p( dt. (183) 


En supposant || À || << e-! et en vertu de (182), on peut exprimer 
œ (s) en fonction de la résolvante du noyau X” (s, t) et de q, (s), soit 


b 
P (s) = Po (s) +À | R'(s, t; À) Po (6) dt. 
En remplaçant ®, (s) par son expression (183), on obtient 


b b 
PE)=f (+2 | A’, DpOd+A À R'(, 2: 2) 5 dt+ 


rx ri R'(s,T; À)" (7, +) dx | p () dt 


ou compte tenu de la forme de X’{s,t) 


b n 
PO=F (6 HAT Dent Da bpEd, (184 

où . 
Ft, 1)=f (+ | R°(, 4: 2) à, (185) 


n b 
Pa (5, )= Dam { Om (+4 | R'(s,T; Müm(r) dr}. (186) 
m—1i a 


Les fonctions f (s, À) et px (s, À) sont régulières dans le cercle 
de: |À | << 8 *, où e >> 0 peut être pris arbitrairement petit. L’équa- 
tion (184) est une équation à noyau dégénéré et sa résolution peut 
être ramenée à celle d’un problème d’algèbre comme nous l’avons 
fait dans [1-27]. Le déterminant D (À) (cf. [I-27]) de l'équation (182) 
dépendra de À soit que celui-ci figurera comme coefficient devant 
le signe somme, soit comme variable dans p, (s, À). Ce déterminant 
est une fonction régulière de À dans d, et toute racine contenue 
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dans d, est une valeur caractéristique de l'équation (185). Dans 
d, il n'existe pas d’autres valeurs caractéristiques. 

On notera que des propriétés de la résolvante il résulte que 
l'équation (184) relativement à œ (s) est équivalente à l'équation 
initiale (177) dans le cercle d.. 

Soulignons encore qu’en vertu de la définition de la résolvante, 
l'équation (185) est équivalente à l’équation 


b 
f (8) = 7 (5: À)—A | K"(s, 1) FE: À) dt. (187) 


De cette équation et de (185) il résulte que f (s) et f (s; À) ne peuvent 
que s’annuler simultanément dans d,, i.e. les valeurs caractéristiques 
des équations (185) et (187) sont confondues dans d,, ce qui découle 
de leur équivalence dans ce cercle. 

S'agissant de l'équation conjuguée 


b 
(5) g (9) HA À Æ°(s, #) (D dt, (188) 
on à ; 
K*(s,t)=K'*(s, 1) +K"*(s, à, 
où 
K'(s, = D nos) on (0); K'*(s, tem D]  byion (s) © (t), 
à, 1—1 kRouli>n 


en reprenant les mêmes raisonnements que précédemment, on obtient 


pour 4 (s) l'équation à noyau dégénéré 


ñn 


b 
PO (6, 241 T D a Gp, 6 7) à, 
a k=1 


conjugué du noyau de l’équation (184), et l’on peut donc affirmer 
que les équations (184) et (187) possèdent des valeurs caractéristi- 
ques égales et de même rang dans le cercle | À | < e-!. La finitude 
du rang Mo de toute valeur caractéristique À, découle de l'inégalité 


Mo L Ào if | Æ (s, t) |? ds dt. Il nous reste à examiner la condition 
a «a 
de solubilité de l’équation non homogène si À est une valeur caracté- 


ristique. Plus exactement, une condition nécessaire et suffisante 
de solubilité de l’équation 


b 
PO=f(5)+à [K(s, Do (0 de 
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est que la fonction f (s) soit orthogonale à toutes les fonctions propres 
de l’équation homogène conjuguée : 
b 


(= | Æ*(s, 2) (0 de 


1.e. 

b 

| 1 pts ds 0 

a . “14 
Le paragraphe [I-10] contient la démonstration de cette assertion 
dans le cas de noyaux continus. Cette démonstration reste valable 
pour les noyaux de Z, si on y remplace le noyau adjoint par le noyau 
conjugué et qu’on y apporte des modifications insignifiantes. 

Nous avons donc les théorèmes fondamentaux de Fredholm 

suivants pour les noyaux de Z, dans k, et les termes libres de Z, 
dans [a, bl: 


Théorème 1. Tout domaine borné du plan À ne peut contenir 
qu’un nombre fini de valeurs caractéristiques À de l'équation (177) et 
chacune d'elles est de rang fini. 


Théorème 2. Si À n'est pas une valeur caractéristique, alors 
l'équation (177) est soluble quel que soit le terme libre f (s) et possède 
une solution unique. 


Théorème 3. Si À est une valeur caractéristique de’ l'équa- 
tion (177), À l’est aussi pour l'équation (188) avec le même rang. L'équa- 
tion (188) ne possède pas d'autres valeurs caractéristiques. 


Théorème 4. SiAest une valeur caractéristique de l'équation, 
alors une condition nécessaire et suffisante pour que cette équation 
possède une solution est que f (s) soit orthogonale à toutes les fonctions 


s 


propres de l'équation (188), associées à la valeur caractéristique À. 
Si cette condition est remplie, alors l'équation Ge admet une injfinité 
de solutions. 


Notons que dans le dernier cas du théorème 4, la solution de 
l’équation est la somme d’une solution particulière quelconque 
Po (x) de cette équation et d’une combinaison des fonctions propres 
correspondantes. Le nombre de fonctions propres est égal au rang m 
de la valeur caractéristique À, soit 


P (s) = Po (s) + Caps (5) + CaPa (S) +: +: + CmPm (S)- 
L'extension de l’appareil de Fredholm aux noyaux de Z, fait l’objet 
des travaux de KXarleman (Math. Annalen Bd. 9 Heft 3/4, 1921) 


et S. Mikhline (Doklady Académii Naouk S.S.S.R., t. XXII, n° 9, 
1944). | 
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Notons pour conclure que lorsque &« << = les noyaux polaires sont 


des noyaux de Z.. 

1-29. Opérateurs compacts dans ZL..On appelle opérateur com- 
pact dans L, tout opérateur v — Ku dans L, qui transforme tout 
ensemble w (t) borné dans Z, 


b 
| [u(t)|?dt<C? (C0 est une constante) 


a 


dans un ensemble compact, i.e. un ensemble de fonctions v (s) de L: 
tel que toute suite de ces fonctions contienne une suite partielle 
convergente sur L,. On se propose ici de démontrer le théorème 
suivant. 


Théorème. Tout opérateur intégral à noyau K (s, t) de L, (ko) 
est un opérateur compact dans L,. 


On démontrera auparavant le 


Lemme 1. SiB, (n — 1, 2, ...) est une suite infinie d'opéra- 
teurs linéaires bornés et compacts dans L, et B un opérateur borné 
linéaire dans L, tel que la norme de la différence B — B, tende vers 
zéro lorsque n — ©, alors B est un opérateur compact. 


Soit x, (n — 1, 2, ...) une suite infinie d'éléments d’un en- 
semble borné dans L,, i.e. ||x, || & C pour tous les n. Il nous faut 
démontrer que la suite Br, contient une suite partielle convergente 
dans L,. Comme B, est un opérateur compact, de la suite B;x, on 
peut extraire une suite partielle convergente. Supposons que Zz1 
(k = 1, 2, ...) soit une suite partielle de x, telle que la suite 
Bixr,, soit convergente. Comme BP, est un opérateur compact, de 
la suite Bt», on peut extraire une suite partielle convergente. 
Soit xx.» (k — 1, 2, ...) une suite partielle de la suite x,,, telle 
que la suite B,r, , soit convergente. Comme x,,, est une suite 
partielle de la suite x,,, il résulte que B,r, , est une suite conver- 
gente. D'une façon analogue, de la suite x, , on peut extraire une 
suite partielle x, ,; telle que B,x,,4 soit convergente pour m — 
— 1,2, 3. En poursuivant cette procédure, on obtient les suites zx,» 
p—1,2,...;k —1,2,...). Considérons maintenant la suite 
des éléments diagonaux (cf. [1-15]) 


(189) 


C’est une suite partielle pour la suite initiale x, (n — 1, 2, ...), 
et la suite Br; x (k — 1, 2, ...) converge quel que soit m. Il 
reste à démontrer que la suite Bzx,, x (k — 1, 2, ...) converge 
également. Nous savons (t. II [VI-1-9]) qu'il suffit de montrer que 


Ti,1s Lo,2s Lg,gs + + + 
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cette suite converge en soi, i.e. pour e >> 0 quelconque donné, il 
existe un À tel que 


I Bzp,p — Br a 1 <e petq>N. (190) 


Par hypothèse la norme de la différence B — B, des opérateurs 
tend vers zéro lorsque / — oo, i.e. || B — B, || —- 0 lorsque 7 —+ co. 
Le théorème 4 du (t. II [VI-1-8]) entraîne: 


lBzp,p — Bza,a I < Il Bztp,p — Bixp,p || + |] Bitp,p—Bira all + 


+ | Bitag — Br, a lle 
Fixons L tel que 


1B—BI<S 
Il vient 
M Btp, p— Bitp, pl = (B— Bi) 2p, pl 
<IIB—B|-C<T et || Bita,a— Bag al <+ + 
Comme la suite Br, (k = 1, 2, ...) converge, il existe un W 
tel que 


I Bip, p— Big al <= pour p et g>N, 
ce qui entraîne (190), c.q.f.d. 


Lemme 2. Tout opérateur de dimension finie est compact. 


Un opérateur de dimension finie s'écrit [1-27] 
m 
Lu= 2 (u, ox) pa (s), 


où les fonctions p, (s), 6% (t), u (t) a LA dans [a, b]. 
Considérons la suite bornéeu,, (n = 1, 2 .) de L;, i.e. [[ur IC. 


Supposons que D soit la plus grande des normes |[04 ||. On a 
Un (S) — Lun = à dr, nPr (S) (dr, n = (Un, Ox)). 


D'où il résulte |d,, | = | (un, 0x) | & CD. Nous avons démon- 
tré que toute suite infinie de nombres | dun (n = 1, 2, ...) était 
bornée, donc il existe une suite d’indices n,, n,, . .. telle que toute 
suite da, nj ? dns , « - . possède une limite. Désignons ces limites par 


lim d,, n ds pour nj—+> 00 


1-29. OPÉRATEURS COMPACTS DANS L, 91 


et supposons que Un, (t) sont les fonctions uw (s) correspondant aux 
de, n° Introduisons la fonction de Z, 


Vo (s) = > daP (s)- 
Le théorème 4 du (t. II [VI-1-8]) entraîne 


[vo (5) — vs, (9) À (Gr — du, 3) pr (I À 1 de — dun co 


où c, est la plus grande des normes ||p, |. D'où il résulte 
Il Uo (S) — Va, (s) ]— 0 pour nm; —+ 0, c.q.f.d. 

Voyons maintenant la démonstration du théorème fondamental. 
Nous savons que si le noyau X (s, t) appartient à Z, il peut être mis 


sous la forme 
K (s,t) = K,(s,t) + K, (s, t), 


où X, (s, t) est un noyau dégénéré et 
b b 


| | | Ka(s, tds di <e?, (191) 

a «a 
où € >> 0 est un nombre arbitraire petit. Au noyau XK, (s,t) est 
associé un opérateur dégénéré, i.e. de dimension finie, quant à 
K, (s,t), il lui correspond un opérateur dont la norme, en vertu 
de (191) et (159), n’est pas supérieure à e. En fixant une suite de 
nombres &, > 0 tendant vers zéro, on obtient une suite d'opérateurs 
de dimension finie correspondant au noyau K(r? (s, t) et telle que 
IL X — KEn) ||— 0. Il résulte que l'opérateur intégral associé 
au noyau XÆ (s,t) est compact, c.q.f.d. 

Des lemmes 1 et 2 il résulte que si pour e > 0 quelconque 
l'opérateur linéaire X peut être représenté sous la forme d’une 
somme de deux opérateurs linéaires Xe et Ke, l’un Ke de 
dimension finie, l’autre X,. de norme non supérieure à €, alors 
K est un opérateur compact. On montre que la réciproque est vraie: 
tout opérateur compact K peut être représenté sous cette forme 
pour € >> 0 quelconque ou, ce qui revient au même, peut être appro- 
ximisé par des opérateurs de dimension finie X,. en norme opéra- 
tionnelle. Cette démonstration fera l’objet du p. 13 du tome V. 
Cette proposition est valable aussi bien dans l’espace Z, que dans 
un espace hilbertien quelconque H (il s’agit d’espaces séparables 
complets 7, cf. tome V). 

On remarquera que les démonstrations des théorèmes de Fred- 
holm, données au [1-28], sont également valables pour les équations 
opérationnelles 

p= f+2Ko 
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dans un espace hilbertien (complexe) quelconque Æ si Æ est un: 
opérateur linéaire compact dans JH. 


1-30. Noyau symétrique. Un noyau complexe X (s,t) est dit 
symétrique ou hermitien si 


Kt(s,D=K(GS—=K (st). (192) 


De cette définition il résulte que X (s, s) est réel. Dans le cas d’un 
noyau réel, l’égalité (192) se ramène à 


K(,5)=K(s,t). (193) 


L'opérateur intégral Xœ à noyau symétrique satisfait à la relation 
(Kp; Ÿ) = (p, A) (194) 


ou sous sa forme développée 


[[frcosoasoa-{e0[Îr 


ce qu’on vérifie sans peine en modifiant l’ordre d'intégration. 


En particulier 
(Kp, p) = (p, Ke), 


d’où il résulte que (X P œ) est un nombre réel. 

Les opérateurs intégraux à noyaux symétriques sont générale- 
ment appelés autoconjugués. Ils sont caractérisés par la relation (194). 
Dans la suite jusqu’au [1-46] nous n’examinerons que des équa- 
tions intégrales à noyaux symétriques sans le spécifier chaque fois 
et pour simplifier l’écriture nous supposerons que n — 1. Dans le cas 
multidimensionnel les raisonnements sont les mêmes. Etablissons 
tout d’abord deux propriétés des opérateurs étudiés. Soit À, une 
valeur caractéristique et @, (s) une fonction propre correspondante, 
de sorte que Po — AoK@o, d'où (Pos Po) — Ào (K Pos Po) OÙ 


ile 0 _ 
Ào Î po [2 (Il Po ll? — (Po; Po)) 


bee a 


s) Ÿ (£) ae | ds, 





a 


et donc toute valeur caractéristique est réelle. Soient À et À, deux 
valeurs caractéristiques distinctes, œ,(s) et œ,(s) des fonctions. 
propres correspondantes : 


Pa = MÂAPI3 Pa — AA Go. (195) 
La première équation entraîne 


1 , 
7 (Ou Pr) = (Ki, pe) où (Ps, Pr) = (Pr, KP). 
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La deuxième donne 


1 1 
Fa (Or, Pa) = (04, ÂP2) = (O1, Pa), 
d’où 
1 1 
(ar ) (ue oo) 0 


et puisque À, Æ À, on a (mp, @2) = 0, i.e. les fonctions propres cor- 
respondant à des valeurs caractéristiques distinctes sont deux à deux 
orthogonales. 

On rappelle [I-4] qu’on peut considérer que les fonctions propres 
correspondant à une même valeur caractéristique sont orthonormées. 

Compte tenu de ce qui a été démontré, on voit que l’ensemble 
de toutes les fonctions propres engendre un système orthonormé. 

Dans un exemple précédent, nous avons vu une équation inté- 
grale à noyau non symétrique ne possédant aucune valeur caracté- 
ristique. Pour les noyaux symétriques cela est faux, i.e. on a le 
théorème fondamental suivant. 


Théorème 1. Toute équation intégrale à noyau symétrique 
possède des valeurs caractéristiques (voire même une seule). 


Nous démontrerons ce théorème plus loin. 

Nous avons montré auparavant que les valeurs caractéristiques 
(ici elles sont réelles) étaient toutes de rang fini et en nombre fini 
sur tout intervalle fini. 

Il résulte que si elles sont en quantité infinie, alors elles s’agglo- 
mèrent à l’infini et on peut les disposer dans l’ordre non décroissant 
des valeurs absolues, i.e. on a 


IMI<IRI<K AIS... (196) 
et le système orthonormé de fonctions propres correspondant s'écrit 
Pi (S); Pa (5); Pa (s), - .. (197) 

Il est évident que le système 
P1 (S); Pa (5), +. (198) 


est orthonormé. Si le noyau est réel, alors les fonctions propres (197) 
peuvent être considérées comme réelles, et le système (198) coïncide 
avec (197). 

Le système (197) est appelé système des fonctions propres du noyau 
K (s,t) ou de l'équation intégrale correspondante. 

S'agissant des fonctions propres on a 


b 
TK Do 
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d’où l’on voit que le premier membre peut être considéré comme 
coefficient de Fourier de Æ (s, t) (pris comme fonction de t) par rap- 
port au système (198). L’inégalité de Bessel entraîne 


©" 


D IMOR<TIK (6, DPF (199) 


k—1 a 


En intégrant par rapport à s, on obtient 

ñn n b b], 

D H<T ÎIXG, DPdds, 
—= k a «a 


et en passant à la limite si le nombre de valeurs caractéristiques 
est infini 


co o b 
2% <ilire t) P ds dt. 


Toute valeur caractéristique figure dans la suite (196) un nombre 
de fois égal à son rang. L'égalité | À4 | = | Àz:+, | aura lieu si Àz+, — 
— À, (rang >> 1) ou si Ar — —A3. Si la suite (196) est infinie, alors 
[Az |— co lorsque k — co. 

S'agissant du noyau symétrique dégénéré 


Æ (s, t) 2 Oh (S) 0x (6) (200) 


comme dans [1-27], on démontrera qu’il possède un nombre fini 
de valeurs caractéristiques. On montrera plus loin que si le noyau 
est non dégénéré, l’équation intégrale possède une infinité de valeurs 
caractéristiques. 

Tout ce qui vient d’être dit vaut pour les divers noyaux étudiés 
précédemment : noyaux continus et polaires sur un intervalle fini, 
noyaux appartenant à Z, sur un intervalle fini ou infini. Dans les 
deux premiers cas les fonctions propres sont continues, tandis que 
pour les noyaux de Z, elles appartiennent aussi à L.. 

1-31. Développement du noyau suivant les fonctions propres. 
Le système (197) peut ne pas être fermé. Aussi, en développant une 
fonction quelconque en série de Fourier suivant les 4 (s), même 
si cette série converge uniformément, on ne peut affirmer que sa 
somme est égale à la fonction développée. Commençons par la série 
de Fourier pour un noyau. 

Nous avons vu que les coefficients de Fourier du noyau par 
rapport au système (198) sont égaux aux rapports q4 (s)/À, et que 
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la série de Fourier du noyau est de la forme 


D Pr Ô) _ MC. 204) 


la sommation s’effectuant en k jusqu’à l’infini ou jusqu’à un nombre 
fini égal au nombre de fonctions propres du système œ, (s). 

Notons que la série (201) peut être considérée comme une série 
de Fourier de X (s,t) définie dans k, par rapport aux fonctions 
x (s) put) (k, 1 = 1, 2, ...) qui forment dans k, un système 
orthonormé [1-23]. Ceci étant, on a 


b 
Ifke, D AG to dede = pe | qu @ (9 ds = 


Ro 


_. pour, k— 1. 

Théorème 1. Si le noyau est continu et la série (201) con- 
verge uniformément dans k,, alors la somme de cette série est égale au 
noyau dans ko, i.e. 


0 pour k-l, 


K(s, => CE (202) 
k 


On suppose pour l'instant que le nombre de valeurs caractéristi- 
ques est infini et on considère la différence 


o(s, D=K(s, D— > SR mO,, (202:) 


qui est une fonction symétrique dans le carré k,. Si l’on fixe s et 
que l’on considère @ (s, t) comme une fonction de t sur l’intervalle 
[a, b], alors ses coefficients de Fourier par rapport au système de 
fonctions ®4 (t) sont nuls [I-3]: 
b 
fo(s, Hpbdi=0 (k—1, 2, ...). (203) 
a 
Il nous faut montrer que © (s,t) est identiquement nulle dans 
le carré k,. Démontrons-le par l’absurde. 


Supposons que la fonction « (s, t) n’est pas identiquement nulle 
dans le carré k, et qu’elle est le noyau de l'équation intégrale 


d 
v (= | &(s, 1) b(#) di. 


a 
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En vertu du théorème fondamental énoncé dans le paragraphe pré- 
cédent, cette équation intégrale doit posséder au moins une valeur 
caractéristique À, à laquelle correspond une fonction propre 1, (s) 
non identiquement nulle : 


@(S, £) Vo (£) dt. (204) 


Q es © 


LS 


Montrons que la fonction _ (s) doit être orthogonale à toutes les 
fonctions propres 4 (s) du noyau Æ (s, t). En effet, en multipliant 
les deux membres de (203) par À, (s) et en intégrant par rapport às, 
on obtient : 


b 
| fut 1) bo (s) On À) ds dt — 0. 


En vertu de (204) et de la symétrie de © (s, t) il vient 
Lo mbdt=0 (k=1,2,...). (205) 


L'égalité (204) peut encore s’écrire 


b 
(9) = 30 À [K 6,9 3 2GR6 RO (pa 


La convergence uniforme de 1 série (201) et la formule (205) 
entraînent 
b 
o (8) = ho | X (5, #) wo (8) dé, 


a 


i.e. la fonction 1, (s) doit être une fonction propre du noyau initial 
K (s,t). Donc elle doit se présenter sous la forme d’une combinaison 
linéaire des fonctions propres p4 (s) associées à la valeur caractéristi- 
que À,. Or ceci est faux puisque 4, (s) et tous les p, (s) forment un 
système orthogonal et des fonctions orthogonales ne peuvent être 
linéairement dépendantes [I-3]. Cette contradiction montre que 
notre hypothèse © (s, t) = 0 est fausse, donc a lieu la formule (202). 
Dans la suite nous montrerons que la série (201) converge uniformé- 
ment dans k#, si les nombres À, sont de même signe à l'exception 
peut-être d’un nombre fini d’entre eux. 

Supposons maintenant que le noyau est continu ou faiblement 
polaire ou encore qu’il appartient à L, et développons-le en série 
de Fourier dans k,: 


- Pr (S) Pr (#) 
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Comme toute série de Fourier d’une fonction de Z,, elle converge 
en moyenne et sa somme existe donc dans k,. Composons la diffé- 
rence (202,) qui appartient à Z, dans k, et appliquons-lui les mêmes 
raisonnements que plus haut. De plus n'oublions pas qu’une série 
convergente en moyenne peut être multipliée par une fonction de 
L, et intégrée terme à terme. Finalement nous aboutissons à la 
relation  (s, t) = 0 (équivalente à zéro). Nous avons donc le théo- 
rème suivant. 


Théorème 2. Pour les noyaux continus, faiblement polaires 
et de L., la série (201) converge en moyenne dans k, et sa somme est 
égale au noyau. 


La convergence en moyenne entraîne l'équation de fermeture 


b 
= [|Ik(, D Pas. (206) 


PAL 


On aurait pu démontrer d’abord le théorème 2 et en déduire ensuite 
immédiatement le théorème 1. 

On voit aisément que les noyaux continus et faiblement polaires 
appartiennent également à Z.. 

Si un noyau possède un nombre fini de valeurs caractéristiques, 
la série (201) est composée d’un nombre fini de termes et l’on a 


Cette formule montre que Æ (s, t) est un noyau dégénéré s’il possède 
un nombre fini de valeurs caractéristiques. D'autre part, nous avons 
déjà montré [1-27] que tout noyau dégénéré possède un nombre fini 
de valeurs caractéristiques. 

Donc, une condition nécessaire et suffisante pour qu'un noyau 
symétrique soit dégénéré est que le nombre de ses valeurs caractéristiques 
soit fini. 

1-32. Fonctions représentables par un noyau. Le système ortho- 
normé x (s) du noyau peut évidemment ne pas être fermé et la 
série de Fourier d’une fonction quelconque F (s) par rapport à ce 
système, même si elle est uniformément convergente, peut avoir 
une somme distincte de F (s). Nous avons vu précédemment que 
s'agissant d’un noyau la convergence uniforme de la série (201) 
entraîne que sa somme est égale au noyau. Ceci nous conduit tout 
naturellement à définir la classe de fonctions: 


7—0727 
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Définition. La fonction j (s) est dite représentable par un 
noyau si elle est susceptible d'être mise sous la forme 


b 


f(s)= Î K(s,t)h(#) dt. 


a 


Si le noyau est continu ou faiblement polaire sur un intervalle fini, 
nous supposerons que À (t) est continue et que f (s) est également 
continue. Si le noyau appartient à L,, alors on supposera que h (t) 
appartient aussi à L., de même que f (s). Définissons les coefficients 
de Fourier de f (s): 


a= [roma [ire 1) h (6) Pa (6) ds dt = 





R 


s: (ri KE, 5) qn (9) ds | h (1) dt = HO à, 


1.e. 
=" (208) 


où h, sont les coefficients de Fourier de h (t) par rapport au système 
@z (s). Donc la série de Fourier de f (s) s'écrit 


h 
D + où (9). (209) 
R 
Nous supposerons que le nombre de fonctions propres est infini. 


L'inégalité de ane entraîne 
_ 








S [PO <(5 [ha P) ? (> eo OT, (210) 
hk=—n 
Supposons que le noyau vérifie la condition 
b 
Îik6, nPa<c, (211) 


où C? est une constante (ne dépendant pas de s). L’inégalité de Bessel . 
entraîne 


co : b 
D F<TIx (6, D Far, 
1 a 
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et de (211) il résulte 


n+? (s) 

Pa (S 
à L Àk 
R=n 





<C CS x (212) 
k=n 


Or la série numérique de terme général |, |? converge et (212) 
entraîne le | 


Théorème 1. La série de Fourier de f (s) est représentable par 
le noyau 


> qu (s), (213) 
k=—1 


à condition que (211) ait lieu, converge régulièrement, i.e. la série 
des modules de ses termes 


. h 
» ET 6) 
k=1 


converge uniformément. Il s'ensuit que la série (213) est aussi absolu- 
ment et uniformément convergente sur l'intervalle [a, b] si est 
satisfaite la condition (211). Cette condition est réalisée pour les 
noyaux continus et les noyaux faiblement polaires sur l’intervalle 
[a, b]. Elle peut être vérifiée pour presque tous les s pour les noyaux 
appartenant à ZL,. Dans la suite nous montrerons le 


Théorème 2. Si la condition (211) est réalisée, alors la somme 
de la série (213) est égale à f (s) et si le noyau appartient à L,, la série 
(213) converge en moyenne vers f (s). 

Ce théorème est connu sous le nom de théorème de Hilbert- 
Schmidt. Nous nous proposons maintenant d'étudier la théorie 
générale des opérateurs correspondant aux opérateurs intégraux 
compacts à noyaux symétriques tant pour une famille de fonctions 
continues sur un intervalle fini que pour Z.. 

I-33. Espace Cr,. Nous avons étudié des opérateurs bornés 


dans Z, et établi de nombreuses propriétés. Les procédés liés à 
l’utilisation des notions de produit scalaire, d’orthogonalisation 
des fonctions etc., sont également utiles dans la théorie des opérateurs 
linéaires agissant dans la classe C des fonctions continues sur [a, b]. 
Au nombre de ces opérateurs, on le sait ([1-4], [1-16]), figurent par 
exemple les opérateurs intégraux à noyaux continus ou polaires. 
Nous allons introduire maintenant des notions qui nous permet- 
tront d'étudier la théorie de ces opérateurs parallèlement à la théorie 
des opérateurs agissant dans l’espace Z.. 


7% 
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Désignons par Cr, l’espace des fonctions continues sur un inter- 
valle fini [a, b]: les définitions du produit scalaire, de la norme d’un 
élément et de la convergence seront les mêmes que dans Z,. Les 
éléments de cet espace fonctionnel seront désignés comme précé- 
demment par œ (s), 1 (s), etc. La seule différence entre les espaces 
Cr, et C est l’absence de la propriété de complétude: si une suite 
®, (s) de fonctions continues sur [a, b] est convergente en soi relative- 
ment à la norme de l’espace C1,: || Pm — Pn [| —> 0, i.e. 

b 


in | | Pm (S) — Pn (s) ds — 0 


mais il n’existe pas toujours une fonction continue , (s) telle que 
[Em — Po ll 0 (voir [1-221). 

Les notions d’opérateur linéaire borné dans Cr, et d’opérateur 
autoconjugué s’introduisent comme dans la classe ZL,. Il en est de 
même pour la notion d’opérateur compact : un opérateur linéaire X 
dans Cr, est par définition compact s’il transforme tout ensemble 
de fonctions bofnées en norme dans un ensemble compact. 

La majoration [1-4] et le théorème d’Arzelà [1-15] entraînent 
qu'un opérateur intégral à noyau continu est compact dans Cr,. 
La même propriété caractérise les noyaux faiblement polaires. 
Soit en effet 


b 
D (s) = | er (#) dt, (213) 


s—t[* 


en outre &« << 1/2 et la fonction L (s, t) est continue. Soient s et s’ 
deux points de l'intervalle [a, bl. L'’inégalité de Bouniakovski- 
Schwarz entraîne 


b 
(nv @P< || 


_L(s, 1) __ Lt(s,t) [2 


.|i 2 
s’ st [s—t1% di [21 L 





L'intégrale du second membre se majore comme dans [1-16], 
on tiendra compte de la condition & < - . De la majoration obtenue 


il résulte que les fonctions v (s) correspondant aux fonctions w (t) 
avec [| u | & C, où C'est un nombre quelconque, sont équicontinues. 
De l’inégalité 
b 
L(s,t) [? 
POr< [TRE au e 
a 


il résulte que cette famille est uniformément bornée. Donc un opéra- 
teur de la forme (213,) transforme tout ensemble de fonctions borné 
dans Cr, (ou même dans Z,) dans un ensemble compact de fonctions 
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continues. La famille de fonctions obtenue est a fortiori compacte 
dans Cr, 

1-34. Théorèmes relatifs à la norme des opérateurs linéaires. On 
se propose maintenant d'établir deux théorèmes relatifs à la norme 
des opérateurs. 


Théorème 1. La norme d'un opérateur linéaire À est le 


supremum des nombres |(Ao,%) | pour [|g | = [bll=1, i.e. 

I À [= sup | (4, #)1 pour [pl =pll=1 (214) 
Si À est l'opérateur d'annulation, alors (4,4) — O0 quels que 
soient œ et + et le théorème est évident car dans ce cas || À || = 0. 


Supposons que À n’est pas l'opérateur d'annulation. L’inégalité 


t(4p, d) 1 < [A4 I Ib I< IA Ne HHvpH 
entraîne 


[(Ap, YI<IAÏI pour IpIl=lpbl=1 (215) 
Si d'autre part dans le produit scalaire (A®,%) on fait 1% — 


{ 
7 IA4pi Lie 
— || Ap ||. En vertu de (161) on peut choisir un œ tel que || ® [| = 1 
et || Ap || approche || À || d'aussi près que l’on veut. Cette assertion 
coïncide avec (215) et donne (214). 

Dans la suite nous ne considérerons que des opérateurs à noyaux 
symétriques Æ* (s,t) = K (t,s) = K (s,t). Ces derniers sont ca- 
ractérisés par l'égalité 

(4, #) = (p, A). (216) 
Ceci posé, (A, @) est un nombre réel. De tels opérateurs linéaires 


sont appelés autoconjugués [1-30]. Dans la suite nous aurons besoin 
du théorème fondamental suivant: 


Ag, où A est un élément non nul, alors (A, %Ÿ) — 





Théorème 2. La norme d'un opérateur linéaire autoconjugué 
A a pour expression 


I À | = sup | (4, q) | pour [| — 1. (217) 
Soit 
d=— sup [(4w, œ)|. 
loll=1 
Il nous faut démontrer que d — || À ||. Si est un élément quel- 
conque distinct de l’élément nul, on peut écrire 
1 1 l (4, g)] 
d= A où | = RAGE 
sup (A per © ger )|= se TRE 
d’où 


| (4, p I<dI|æ fP. (218) 
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Cette relation est évidente si l’élément œ est nul. La linéarité en- 
traîne 


(4 (op + +), p + vd) — (4 (p — Ÿ), p — Y) = 

= 2 (49, Ÿ) + 2 (44, +) = 2 (4, ÿ) + 2 (p, 4) 
ou 
(À (p +), ® +) — (4 (g — +), p — y) = 


où Re désigne la partie réelle. D'autre part compte tenu de (218) 
on à 


[CA (op +), p ++) — (4 (p —d, p—DI< 
< (4 (p +), p + + IA (p—vp,p—WI< 
< d'(p +, p +) + d(p — vw, p — +) = 2d (| p I + IpIP), 


d’où nous déduisons l'inégalité suivante pour œ et quelconques: 
2 1 Re (49, 4) 1 < d (I @ IF + Ib IF). (219) 


Soit r le module et « Son du nombre complexe (A, ), 

(Ap, p) = er (r>0). L'élément q étant arbitraire, nous 
pouvons os @ par ep. Ceci étant, (A, 14) sera remplacé par 
e”it (Aop, d) = e-i%itr, j.e. 4e 4) sera remplacé par | (A, ) | 
et ||p | ne sera pas modifié de sorte que quels que soient œ et 
l'inégalité s'écrit 


2 1 (4, d) 1<d(Iœ À + Ip IP, (220) 
d’où 
JA [= sue HARAS Le IFAIKS: (221) 
ES 
es reste à prouver que d & || À ||: On a [ (4e, q) 1< 1 4® I 1 IE 
où 


[(4, p)I< IA pour Hpll=1. 


Or, par définition d est le suprémum du premier membre de l’iné- 
galité, i.e. d < || À |. Donc s'agissant d’un opérateur linéaire 
autoconjugué on a 
A, 
AI su 19, psp (IelÆ#0. (222 
Il est évident que les théorèmes démontrés sont valables aussi bien 
dans l’espace Z, que dans Cr,. 
1-35. Existence de la valeur propre. Considérons un noyau com- 
pact autoconjugué À dans Z, ou Cr,, distinct de l'opérateur d’annu- 
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lation et l'équation homogène avec le paramètre nu: 
Ag = uw, (223) 
ce qu'on peut aussi écrire (cf. [1-2]) 
b 
A6, Dot &=up (9. (224) 


a 


Tout nombre u tel que l'équation (224) possède une solution non 
identiquement nulle s'appelle valeur propre (ou nombre propre) 
de cette équation. Entre les valeurs caractéristiques et les valeurs 
propres on a la relation u = À”. 

En vertu de (222) il existe une suite d’éléments normés w, (n — 
= 1, 2,...) telle que 


LC Ans Pa) 1 I A I (ba = 1). (225) 


Comme || À [| >> 0 (A n’est pas l'opérateur d'annulation) les quan- 
tités (Aw,, Ÿ,) pour des n suffisamment grands sont différentes de 
zéro et, parmi elles, soit il existe une infinité de positives, soit une 
infinité de négatives, soit, enfin, une infinité de positives et de 
négatives. En tous les cas de la suite d’éléments #, on peut extraire 
une suite partielle telle que l’on ait (en gardant les mêmes nota- 


tions) : 
(Ans Pn) + ba (226) 
où 
bi = |A || 
ou 
= —| À |: 


Composons l'élément 
Tn = Min — An 
et définissons le carré de sa norme: 
It IF = (un — Ans Min — An) = 
= Di (ns Vn) — AU (Ans Pa) + (AŸns Ar), 
ou puisque || Ÿa || = 1, [| Aÿa IF 1 À IP = pi, 
I tn IP 2pa La — (Ans Pal: 


En vertu de (226) le second membre tend vers zéro lorsque nr —+ oo, 
donc ||t, ||— 0, i.e. 


Bin — An = 0. (227) 


Nous n'avons pas encore utilisé le fait que À est un opérateur 
compact. Utilisons cette propriété dans ce qui suit. 
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Les éléments w, étant normés, leur ensemble est borné et donc 
la suite Aw, est compacte. On peut en extraire une suite convergente. 
En gardant la même notation des indices, on peut considérer que la 
suite Aw, est convergente. Mais de (227) il résulte que la suite w, 
est convergente (u, = 0). Supposons que Y, — 1. L'élément 
limite , tout comme #, est normé en raison de la convergence de 
(Dns Pn) — (P1, P1). En passant à la limite dans (227) et compte tenu 
de la continuité de l’opérateur À, il vient 19, — Ag = 0, i.e. 


AP = UP (228) 


L'équation (223) possède donc une valeur propre u, à laquelle est 
associé l’élément propre normé w,. De (228) il résulte 


(Ars Pi) = Lu: (229) 


Les raisonnements précédents nous conduisent au théorème 
d’existence de la valeur propre. 


Théorème 1. Si À est un opérateur compact autoconjugué 
distinct de l'opérateur d'annulation, alors l'équation (223) possède 
une valeur propre u telle que | | = || À || et l'élément propre 
correspondant ®, maximise | (A, ) | à condition que || [| = 1. 


On remarquera que pour démontrer la convergence des éléments 
Ÿ, nous n’avons pas utilisé la complétude de l’espace, nos raisonne- 
ments sont donc valables aussi bien pour L, que pour Cr. 

1-36. Suite de valeurs propres et théorème de décomposition. 
Au lieu de l’espace L, (ou Cr,) tout entier, considérons une de ses 
parties, plus exactement l’ensemble de ses éléments @ qui sont 
orthogonaux à ®,, i.e. satisfont à la condition 


b 
(pq) = | (9) qu ts) ds —0. (230) 


Notons cet ensemble F,. Désignons l’espace initial Z, (ou Cr.) par F 
(ou F;). Soulignons quelques faits importants concernant F,. Toute 
combinaison linéaire d'éléments de F, est de nouveau un élément 
de F,. En effet, si (@,, 1) = (@2, 1) = 0, alors 


(C1@1 + Ca@as Pr) = C1 (Os Pa) + Ca (Das Pa) = 0. 


Si d'autre part ©, appartiennent à F, et ©, — &o, alors @ 
appartient à F,. En effet, de (w,, p.) — 0 on obtient par passage 
à la limite (w,, p,) — 0. Montrons que si l'élément t appartient 
à F,, alors At appartient lui aussi à F,. En effet, par hypothèse 
(T; P1) = 0 et 


(AT, a) = (T, A1) = (T, LaPr) = La (T Pa) . 0. 
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Nous pouvons donc considérer l’opérateur À comme un opérateur 
compact autoconjugué défini dans F,. Il associe à tout élément de F.. 
un élément de F,. Tous nos raisonnements de [1-34] et [1-35] restent 
en vigueur si l’on remplace F par F,. Un problème se pose, celui de. 
la norme de l’opérateur À dans F,. Désignons-la par Ye q = || À ||). 
Cette norme se définit en vertu du théorème 2 de [1-34] 
v= sup  |[(49, @)|: 
loll=1, pEF2 

La norme || À || du même opérateur a été définie dans un espace F 
plus vaste au moyen de la formule (217), où q a parcouru non pas F: 
mais F#. Donc y, est le suprémum d’un ensemble de nombres plus. 
restreint et nous pouvons affirmer que y, < || À ||. En particulier 
il se peut que y, — 0, i.e. l’opérateur À est un opérateur d’annula- 
tion dans F,. Supposons qu’il n’en est pas ainsi, En reprenant les 
raisonnements de [1-35] nous nous assurons que l’équation (223), 
considérée comme équation dans F,, possède une valeur propre Le 
à laquelle est associé l'élément propre normé ®, de F,: ÂA@pe = Ua@o- 
Ceci étant, | ue | = Ye et (As, Pe) = ue. De Ye: K 1 À || il résulte: 
Lu 1> le | 

Construisons maintenant l’ensemble F, des éléments de F satis- 
faisant les deux conditions 

(y, P) _ (y; Pa) = (0. 

Tout ce que nous avons démontré plus haut pour F, est valable pour 
F, et À peut donc être considéré comme un opérateur compact auto- 
conjugué dans F4. Si À n’est pas l’opérateur d'annulation, on 
obtient comme plus haut une valeur propre u, à laquelle est associé: 


l'élément propre normé , de F,. En outre | u3 | = Y3, où y, est 
la norme de À en tant qu’opérateur dans F,. On a visiblement 


Fi i>luel> | l. 


En poursuivant cette procédure, on obtient les valeurs propres: 
Us Mos + + +» Un et les éléments orthonormés correspondants @1, 
Pas + - +, Pn et de plus 


Imi>lmlz>...>]u ll; 


| Lx | est la norme de À comme opérateur dans F;, d’où 
| [(Ap, pI< Tu lo IF, 
si 
(ps Pa) = (ps Pa) = + + + = (p, Pr) = 0. 
Supposons que ce processus s’interrompe lorsqu'on construit 


la valeur propre suivante, i.e. À est l’opérateur d’annulation sur 
l’ensemble F,,, défini par les conditions 


(D: Pa) = (D; Pa) = - - + = (p; Pa) — 0. (231) 
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Soit © un élément quelconque de F. Construisons l'élément 


Pp—=0 2) (@, Pa) Pr (232) 


satisfaisant à (231), i.e. appartenant à F,,,. On a par hypothèse 


A w— 2 (©, Px) Pr] = 0 


ou, en chassant les parenthèses et sachant que Az: = uzgx (4 = 
= 1,2, ...,n), on obtient 


Ao — 2 (@, Px) RO 


i.e. tout élément de la forme Aw se décompose suivant les éléments 
propres p,. On vérifie sans peine que (w, p:) a, sont les coefficients 
de Fourier de l'élément Aw 


(Ao, pr) = (©, Apr) = (©, UaPr) = Ur (@, Pr). 


Supposons maintenant que le processus de construction des pu, 
différents de zéro se poursuive indéfiniment. Montrons tout d’abord 
que la suite u, tend vers zéro. Supposons à l'inverse que la suite non 
croissante de nombres positifs u£ tende vers a => 0. Comme tous les 
éléments propres p, possèdent une norme égale à à l’ unité, la suite A, 
doit être compacte. D'autre part, les @, étant deux à deux orthogo- 
naux, le théorème de Pythagore entraîne 


14m — AQn À = mm — UnPn LÀ = Um + Um 
et lorsque m et n croissent indéfiniment la dernière somme a pour 
limite 2a > 0, d’où il résulte que la suite A, ne peut pas être 
compacte. Cette contradiction montre que u, + 


Considérons de nouveau l'élément (232) de F,+,. La norme de 
l'opérateur À dans F,,, est égale à | u,+., | et donc 


14@—Ÿ (o, Pa) px) IP < nulle 2 >: (©, Pa) PP. (233) 
Or on vérifie aisément [[-3] que 
n n 
lo—Ù @ malle À 1, mP<lof, 
donc (233) entraîne 


114 (o 2 (@, gx) px) P<U%,, 110 1F, 
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et le second membre tend vers zéro lorsque n — co, d’où 


Alo— 2 (0, qu) ]=40— 2 (0, x) Hagx = 0, 
L.e. : | 
AQ — 2 (©, Px) Pa; (234) 


la convergence de cette série infinie doit être comprise au sens d’une 
convergence en moyenne de ses tranches vers Ao. 

Nous avons montré plus haut que les éléments propres corres- 
pondant aux divers u, étaient orthogonaux et que ceux qui corres- 
pondaient à un même u, pouvaient être orthogonalisés. En suivant 
la marche indiquée plus haut, on obtient une suite d'éléments propres 
formant un système orthonormé. 


Théorème 2. Les éléments p, sont des éléments propres linéai- 
rement indépendants associés à des valeurs propres non nulles, i.e. 
si un élément propre quelconque 7 est associé à une valeur propre bo 
Æ 0, alors lo doit nécessairement coïncider avec un ou plusieurs Lx 
{plus exactement avec les valeurs propres de multiplicité 1) et + est 
une combinaison linéaire des ®, correspondants avec des coefficients 
constants. 


Soit t un élément propre associé à un u, 7 0 quelconque. Mon- 
trons que u, doit nécessairement coïncider avec un ou plusieurs Lx 
{k = 1, 2, ...) et que + est une combinaison linéaire des éléments 
propres 4 associés aux valeurs propres confondues avec Li. Si Lo 
est distinct des u4, alors + est orthogonal à tous les p, i.e. (t, x) = 0 
(k = 1,2, ...). En faisant © — 7T dans la formule (234) et compte 
tenu de la relation At = u,t (uo Æ 0), il vient u,Tt = 0, i.e. + est 
l'élément nul, ce qui contredit le fait que + est un élément propre. 
Supposons maintenant que Uo — M — LU, mais qu’il est distinct 
des autres u,. Composons l'élément 


| TT — [(T, qu) Pa + (T, Pa) Pal. (235) 
L'expression entre crochets, tout comme + d’ailleurs, vérifie l’équa- 
tion homogène 

AP = HP (Mo = Li = a): (236) 
Ceci étant T’ satisfait visiblement à la même équation homogène. 
Si +’ est l’élément nul, alors t — (T, p;) Pi + (T, Pe) Pa, 1.e. T S'ex- 
prime linéairement en fonction de ®, et @.. De (235) il résulte immé- 
diatement que T’ est orthogonal à , et ®.. Il est également orthogo- 
nal à tous les æ, pour k > 2 car 1’ est associé à la valeur propre 
Lo = Li = M qui est distincte des autres 4 (4 > 2). En faisant 
donc © — 71’ dans (232), on aboutit comme précédemment à une 
contradiction et le théorème 2 est démontré. 
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Dans la théorie des équations intégrales, au lieu de (223) nous 
avons utilisé l'écriture ® — AA, i.e. À = Or, on a démontré 


que [nu |—0 et donc |, | = HE — oo lorsque n —+ co. 
n 
Les raisonnements de ce paragraphe entraînent le 


Théorème 3. Toutes les valeurs propres u de l'opérateur com- 
pact À distinctes de zéro sont de multiplicité et en nombre finis 
à l'extérieur de tout intervalle [—e, e]. Tout élément de la forme Ao, 
où w est un élément quelconque, se décompose en série de Fourier par 
rapport aux éléments propres q,, la convergence de cette série étant com- 
prise au sens de la convergence en moyenne. 


Outre le théorème 3, indiquons que | 4 | est le suprémum de 
(A, p)| à condition que 


Ip = 1 et (p, pi) = (p; pa) =... = (p, Pas) = 0. (237) 
Considérons encore l'équation 
At = 0 (238) 


et montrons le théorème suivant: 

Théorème 4. Une condition nécessaire et suffisante pour 
que 7 soit solution de l'équation At = 0 est qu’il soit orthogonal à tous 
les r, te. (T, x) = O0 (k = 1, 2, ...). 

La condition suffisante découle directement de la formule (234) 
pour &@ = T Car (t, @;) — 0 par hypothèse. Démontrons la condi- 


tion nécessaire. 
Supposons que At = 0. Puisque A; = u:®, on peut écrire 


4 
(x, Px) = De (Ar, Pa) = 0, 


étant donné que At — 0 par hypothèse, c.q.f.d. 
La proposition suivante est également vraie: 


Théorème 5. Si l'équation At = 0, où À est un opérateur 
symétrique compact, ne possède que la solution triviale, alors pour 


tout élément f de l'espace L,, la série de Fourier D (f, @x) ®n, cons- 
k=—1 


truite par rapport au système orthonormé des éléments propres @x 
de À associés aux valeurs propres non nulles, converge vers f relative- 
ment à la norme de L:. 


Cette proposition est valable aussi bien pour Z, que pour tout 
autre espace hilbertien. On sait (t. II [VI-1-10]) que la série 


> (f, @r) Px converge vers un élément € L,. Il est clair que 
k=1 | 
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GT. Pr) = 0 pour tous les 4 —1, 2, ... Soit un élément arbitraire 


,00 


© € L,. En vertu du théorème 3 À se décompose en la série D APR 
k—1 
convergente vers Ao relativement à la norme de Z,. Donc 


UP, o=(—T A =, À au) = 


R=1 
= X an(f—F, qu) =0, 
i.e. À (f — Ÿ) = 0. Les hypothèses du théorème entraînent f — î = 


=; -cqfd. 

1-37. Formulation des résultats obtenus en termes d’opérateurs 
intégraux. Dans l'énoncé des théorèmes 1-4 nous n'avons pas uti- 
lisé le fait que l'opérateur linéaire compact et autoconjugué À était 
un opérateur intégral, i.e.: 


b 
vO=4p= À K(s, Dot dt. (239) 


Si le noyau est continu, l'intervalle [a, b] fini et  (t) € L,, alors 
la fonction 1 (s) est continue. Donc l’équation 


b 
p()= (+ à ŸK (6, 1) (0 de, 


où f (s) et Æ (s, t) sont continus, ne possède que des solutions con- 
tinues même si l’on cherche ® (s) dans Z,. Ce qu’on ne peut pas affir- 
mer au sujet de l'équation 


b 
EC ty t (t) dt 0. 


En effet si le noyau est continu, l’équation peut posséder des solu- 
tions + (t) appartenant à Z,. Il faudra en tenir compte dans le théo- 
rème 4. Si l’on ajoute aux fonctions propres ®x (s) toutes les solu- 
tions linéairement indépendantes (non continues et appartenant 
à L,) de l’équation, après les avoir préalablement orthogonalisées, 
on obtient un système fermé (complet). Pour l'opérateur (239) 
nous avons déjà étudié l’équation Ag — u et ses valeurs propres 


[wl>lmmi>llsl>... 
en outre||lu | = || À || et 
b 


[ul=max] | K(, HE ads] avec 9-1, 


a 
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et ce maximum est atteint pour @ (t) = q, (4). La grandeur y, est 
déterminée comme suit: 


b 
jurl=max| [ Æ(, Do OT ds 


pour |[pll=1 et 

(Pas P) = (Pas P) = + = (Pas, p) = 0, 
et ce maximum est atteint pour œ(t) = ®, (t). Le système ortho- 
normé x (t) (k — 1, 2, . ..) peut être composé d’un nombre aussi 


bien fini qu'’infini de fonctions ; dans le dernier cas le système peut 
être fermé ou non. Le théorème 3 stipule que toute fonction g (s) 
représentable par le noyau 


b 
g()= (X(, D o(à 


se décompose en une série de Fourier par rapport aux 4 (s), con- 
vergeant en moyenne vers g (s). Les noyaux continus et faiblement 
polaires (œ (t) est supposé continue) — g(s) étant une fonction 
continue — vérifient la condition 

b 

ÎIKG, nPa<ce, 


a 


et on a montré que la série de Fourier mentionnée converge réguliè- 
rement, donc elle converge en moyenne, et sa somme est égale à f (s), 
puisque la limite en moyenne est unique. 

Cette série s'écrit 


g (= > LE 9 (9). 
Rk 


Si l’on se place dans l’espace Z, et si « (ft) € L,, cette série converge 
en moyenne. | 
Considérons des noyaux polaires ne réalisant pas la condition 
de faible polarité. On à montré que l'opérateur correspondant 
b 
v()— | 


a 


L(s,t) 


nr POdt (O<a<1) 


associe aux fonctions continues  (t) des fonctions continues  (s) 
et qu'il est un opérateur compact de C dans C. Si _ <a<îi 
le noyau n'appartient pas à Z,. Considérons l'équation intégrale 
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avec un tel noyau: 


b 
p(s)= (942 | LE 


t) dt, 240 
nie p() (240) 
nous supposerons que f (s) est continue dans [a, b]l et L (s, t) dans k,. 

Portons le second membre de (240) à la place de œ (té) sous le 
signe somme et répétons cette opération plusieurs fois (cf. [I-20]); 
pour simplifier l'écriture désignons le noyau par Æ (s, t), on obtient 


b 
(= F(9+ 2" | Ka (s, à pdt, (241) 


où 
b 


b 
F4 À K(s DE dt+... +1 À ki (s, # f(9 dt 


a 


est une fonction continue dans [a, b]. En prenant n suffisamment 
grand, on obtient un noyau régulier. Toute solution œ (s) de l’équa- 
tion (240) est continue ou appartient à L., elle doit vérifier l'équation 
(241) et donc ® (s) est une fonction continue. D'une façon analogue, 
les fonctions propres de l'équation (240) doivent être continues. 

1-38. Théorème de Dini. Démontrons un théorème qui nous 
servira dans la suite. 


Théorème. La série 
à Îk (x) (242) 


converge uniformément sur [a, b] si ses termes sont des fonctions non 
négatives continues dans l'intervalle (a, b], si elle converge en tout 
point de cet intervalle et si sa somme est une fonction continue dans 
l'intervalle (a, b]. 


Désignons par R, (x) le terme résiduel de la série (242): 
Fo 
Ra(a)= D f(x) 
k=n+1 


Comme les termes et la somme de la série sont par hypothèse des 
fonctions continues, la fonction À, (x) le sera aussi dans l’intervalle 
[a, b]. Quel que soit x fixé, elle ne peut croître lorsque n croît, 
car les termes de la série ne sont pas négatifs, i.e. nous avons 
Ryu (x) SR, (x). Désignons par m, la plus grande valeur prise 
par la fonction non négative continue À, (x) dans l'intervalle [a, b], 
et soit €, le point de l'intervalle [a, b] où cette valeur est prise, 
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ie. Mn — Rn (En). Montrons que lorsque nr croît les nombres m, 
ne peuvent croître, i.e. mr, < Mn. En effet, Mmy+rs — Ray (Ent1) L 
< R, (En+1). Or Rh (Ën+1) ne peut pas être plus grand que le maxi- 
mum m, de la fonction À, (x) dans l'intervalle [a, b], donc mir 
< m,. La suite non croissante de nombres positifs m, doit posséder 
une limite qui est soit nulle, soit positive: si cette limite est nulle, 
la série (242) est uniformément convergente, car le maximum de son 
terme résiduel tend vers 0 lorsque n —+ œ. Il nous reste à montrer 
que la limite des nombres m, ne peut être positive. Démontrons-le 
par l’absurde. Tous les nombres £, que nous avons introduits précé- 
demment sont contenus dans l'intervalle fini [a, b], donc celui-ci 
renfermera au moins un point d’accumulation x = c (t. II [III-4-21), 
i.e, un point tel qu’il contienne un ensemble infini de nombres Ë, 
dans tout voisinage si petit soit-il. Au point x — c, la série converge 
par hypothèse, donc nous pouvons fixer un indice N suffisamment 


grand tel que R y (c) < _ , où / désigne la limite positive éventuelle 


de la suite m,. Comme la fonction R}, (x) est une fonction continue, 
nous pouvons trouver un point £&, pour nr > N aussi proche que 


l’on veut de c tel que l’on ait R y (E,) < … Comme par hypothèse 


n > N, nous avons m, = R, (En) < Rx (En), i.e. Mn < >, or cela 


contredit le fait que les nombres m, tendent sans croître vers L. 
Cette contradiction démontre le théorème de Dini. 

Nous savons que si les termes d’une série sont des fonctions 
continues et que cette série converge uniformément, alors sa somme 
est une fonction continue. En général la réciproque n’est pas vraie, 
i.e. la continuité de la somme n’entraîne pas la convergence uniforme 
de la série. Le théorème de Dini affirme que si les termes de la série 
non seulement sont continus, mais sont aussi des fonctions non 
négatives, alors la réciproque est vraie, i.e. la continuité de la 
somme entraîne la convergence uniforme de la série. 

1-39. Décomposition des noyaux itérés. Nous supposerons que 
le noyau est continu (et symétrique). Donc tous les noyaux itérés 
seront continus. D’après la formule 


b 
K,(s, D — | K (s, 4) Æ (4, à) dis (243) 


on voit que X, (s, t) en tant que fonction de s est représentable par 
le noyau, le rôle de la fonction h (f,) étant joué par la fonction 


K (t,, t) = K'(t, t;) et t étant un paramètre. Nous avons vu plus 
haut que les coefficients de Fourier de Æ (t, t,) par rapport au 


système de fonctions (198) sont égaux à 4 (t): À:, donc lé théorème 2 
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de [1-32] entraîne: 


K(s, = S HE | (244) 
k=1 
Cette formule est valable (en vertu du théorème 2) quels que soient s 
et t de [a, b], i.e. dans le carré k, tout entier. 
Rappelons la formule de [I-5]: 


K,(s, = K(s, 4) Knés ©) de. (245) 


De (245) il résulte que les coefficients de Fourier de X, (s, t) comme 
fonctions de s sont égaux au rapport des coefficients de Fourier 
de Æh-1 (tx, t) comme fonctions de #, à A4. Pour Æ (s, t) ils sont 


égaux à moe, pour K, (s, t), à a (6) etc. 
k Àk 


, 





En général pour X, (s, t) ces coefficients sont A0) et le théorè- 


k 
me 2 entraîne 


K, (s, o= 3 nr Hess (246) 


la série étant convergente dans k, comme précédemment. Etudions 
le caractère de convergence de ces séries. 

En vertu du théorème 2 nous pouvons affirmer que ces séries 
convergent régulièrement par rapport à la variable s dans l’inter- 
valle [a, b] quel que soit t € [a, b] fixe. En vertu de la symétrie 
nous aurons une convergence régulière par rapport à la variable 
t pour s fixe. Montrons que les séries convergeront régulièrement par 
rapport aux deux variables dans le carré k,. Il suffit de le prouver pour 
la série (244). Cette démonstration sera a fortiori valable pour les 
autres séries (n >> 2) car | Àn | — +o. D'après l’inégalité évidente 


? 





PA cu <z Re P? hs OL] 


2 
on voit qu'il suffit de montrer que la série 5 180 est unifor- 


k=1 
mément convergente dans l'intervalle [a, b]. Cette série se déduit 
de la série (244) en faisant t — s, donc sa somme est égale à 


S La UE kr, (9, 


À? 
k=t k 


8 —0727 
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Les termes de la dernière série sont des fonctions continues nom 
négatives, leur somme est une fonction continue dans l'intervalle 
[a, b], donc la convergence uniforme de cette série découle directe- 
ment du théorème de Dini. 

Citons quelques conséquences des formules établies. En faisant 
t — s dans la formule (246) et en intégrant par rapport à s, on obtient, 
puisque les fonctions æ, (s) sont normées, une expression pour les 
traces des noyaux itérés en fonction des valeurs caractéristiques du 
noyau principal: 


b oo 
À 
Kn(s, s) ds= D —. (247) 
k=1 kg 


La formule (243) entraîne 


b b 
JA(, 9 ds | IX, Fast, 


Q 2 © 


et la formule (247) pour n = 2 nous conduit à l'égalité : 

b b 

1 | 
DE ik 6, 1) ds dt. (248) 
= a «a 


La” formule (246) peut être fausse pour n = 1. Nous allons montrer 
que quel que soit s fixe de [a, b]: 


b n = 
: Pa(s)qn(t) |2 3, ZON 
lim | LK (s, D >, AMC | dt=0 (249) 
a k=—1 
uniformément par rapport à s dans [a, b]. Considérons pour cela 
le développement de Æ (s, t) comme fonction de { par rapport au 
système orthonormé ®, (t). Les coefficients de Fourier sont égaux 
à x (s)/Àx et nous avons 


b n =. b : 
ECO HORO Fa (ik(s, Pa 5 La @e | 
: et q k—1 





Or nous avons vu que 
b 
| LK(s, D lPdt=Ki(s, s) 


et en vertu de (244) 


> IMOE x, (s, S) pour n—+ 0 
=1 
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uniformément par rapport à s. Donc la limite (249) est uniforme 
par rapport à s. Supposons que la série (201) soit uniformément 
convergente par rapport à { dans l’intervalle [a, b] pour s fixe et 
désignons sa somme par X, (s, t). En passant à la limite dans (249), 
on obtient 

b 


| LK (s, —Ki 7 EP dt=0, 


a 


d'où il résulte que K, (s, t) = X (s, t) dans 4,, i.e. pour démontrer 
la formule (202) il n'est pas nécessaire de supposer que la série est uni- 
formément convergente par rapport à deux variables dans le carré 
ko, il suffit simplement de supposer que la série est uniformément con- 
vergente par rapport à l’une des variables pour une valeur fixe de 
l'autre. 

Considérons la différence 


on (s, = Æ(s, 4— 5 OM (250) 


Âk 
ki 


comme le noyau d’une équation intégrale 
b 
p(s)=À | © (S, t) p(E) dé (251) 


a 


et montrons que les nombres ny, Ântos - - . et les fonctions 
Pn+1 (S), Pn+e (S) . . . forment un système complet de valeurs caracté- 
ristiques et de fonctions propres de l'équation (251). Multiplions les 
deux membres de (250) par ÀAm®n (t), où m >> n, et intégrons par 
rapport à ét. L'’orthogonalité des fonctions ®, (t) entraîne 


b b 
a Î On (5, À) Em (6) dé == Xm | K (s, t) Qm (#) dé, 


ou puisque Pm(t) est la fonction propre du noyau KÆ (s, t) associée 
à la valeur caractéristique À» 
b 
Am. | Om (S, t) Pm (t) dt = Pm (5). 


a 


Nous constatons donc que l'équation (251) possède les mêmes 
valeurs caractéristiques À, et les mêmes fonctions propres ®, (s) 
pour m>n que l'équation principale. Il nous reste à démontrer 
que c'est un système complet de valeurs caractéristiques et de 
fonctions propres de l’équation (251). Multiplions les deux membres 


de (250) par oh (s), où m < n. Les fonctions æ, (s) étant orthonor- 
8* 
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mées, il vient 
: , 
| On (s, 1) Pm (s) ds — Î K (s, t) Pm (s) ds — Pm (t) ; 

| a Âm 
La différence qui figure dans ie second membre est nulle, car m () 


est la fonction propre du noyau Æ (s, t) associée à la valeur caracté- 
ristique Àm; 1.6. 


b 
[on (5, D qm (5) d=0 (mn). (252) 
Soit À une valeur caractéristique de l'équation (251) et  (s) 
la fonction propre correspondante. En multipliant les deux membres 
de (251) par P» SA et compte tenu de (252), il vient 





| P(S) Em) ds=0 (m<n). (253) 


En portant l'expression (250) de «, (s, t) dans (251) et en tenant 
compte de la formule (252), on peut mettre (251) sous la forme 
b 


p()=2 | K(s, 1 pd, 


a 


i.e. p (s) est une fonction propre du noyau principal qui, en vertu 
de (253), est orthogonale à tous les @,, (s) pour m < n, or cela signifie 
que À est confondu avec l’un des À, pour £k > n et que la fonction 
px (s) soit est confondue avec l’une des fonctions ®, (s) à un facteur 
multiplicatif près, soit est une combinaison linéaire de ces fonctions 
si la multiplicité de la valeur caractéristique est plus grande que 
l'unité. Donc notre assertion sur les valeurs caractéristiques et Les 
fonctions propres du noyau ©, (s, t) est démontrée. 

De (246) il résulte que les noyaux X, (s, t) sont symétriques. 
On le voit immédiatement à leur définition. On montre facilement 
que À? et œ, (s) sont les valeurs caractéristiques et les fonctions 
propres de l'équation 

b 
p(s)=2 | Ka (s, ) (t) dé. 
a 


Si le noyau est faiblement polaire, alors X, (s, t) est une fonction 
continue [I-20] et nous obtenons le développement (246). 
Supposons que le noyau satisfait à la condition 
b 
ÎIK6,nPa<er, (254) 


a 
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d’où il résulte 


L'inégalité de Cauchy entraîne 
1 


à Im] 1 D Len (IE VE 
2 ne SppriD M) * 


k—m+i 
1 


/ (31e er 1m @I F<= LES 


m+1 | 


et nous pouvons affirmer que moyennant la condition (254), Îles 
noyaux itérés (246) convergent régulièrement dans k, pour n > 8. 

1-40. Résolution de l’équation intégrale en fonction des valeurs 
caractéristiques et des fonctions propres. Supposons que dans l’équation 
intégrale 


b. k, * 
PO=rO+1TK(GDpUOA, (255) 


À est différent d’une valeur caractéristique, de sorte que l’équation 
possède une solution unique. Désignons par jf, les coefficients de 
Fourier de la fonction donnée f (s) et par c, ceux de la fonction 
inconnue œ(s) par rapport au système orthonormé de fonctions 
propres 4 (s). La fonction du second membre étant représentable 
par le noyau, on a en vertu de [1-32] 


p(s)=f(s) +2 DER (s), (256) 
k=1 


on suppose en outre qu’il existe une infinité de valeurs caractéristi- 
ques. En comparant les coefficients de Fourier du premier et du 
second membre de (256), on obtient l'équation suivante pour déter- 
miner cz: 


œ=fe the où (An—A)c= fr, (257) 
d’où puisque À n’est pas une valeur caractéristique 
À 
= ie | | (258) 
et la formule (256) donne 


OO TT 








Pa ù G (299) 
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la série du second membre converge régulièrement pour les noyaux 
continus ou les noyaux faiblement polaires et en moyenne pour les 
noyaux appartenant à L,. Ce qu’on vérifie immédiatement en utili- 
sant la formule 





Îh ” Im] 1 
qn (9) |=1 fa | | ps res 
Â8 
l'inégalité de Cauchy et le fait que 
À pour k—+oo. 
Es 
Ân 


Supposons maintenant que À coïncide avec une valeur caractéristique 
de multiplicité quelconque. Supposons pour simplifier l'écriture 
que À est confondue avec une valeur caractéristique À, de multi- 
plicité 3, ï.e. 

À = À = Àe = Âge | (260) 


La deuxième des formules (257) nous conduit à la condition néces- 
saire de solubilité (cf. [1-39]): 
b 
h=|fOm@as=0 (k=1, 2,3), (261) 


a 


i.e. le terme libre doit être orthogonal aux fonctions propres associées 
aux valeurs caractéristiques À, = À, = À, et la formule (258) définit 
les coefficients c, pour k > 3. Supposons que les conditions (261) 
sont réalisées. La solution générale de l'équation (255) dans le cas 
considéré est la somme d’une solution quelconque de cette équation 
et de la solution générale de l'équation homogène (pour f (s) = 0), i.e. 





P)= (+R D EE Où (8) + ciB (8) + cute (5) + cs (9), 
k=—4 


OÙ Cy, Co, Ca Sont des constantes arbitraires. Bref, si À coïncide 
avec une valeur caractéristique, le dénominateur d’une ou de plu- 
sieurs fractions (258) s’annule. Ceci étant le coefficient correspon- 
dant de Fourier jf; prend la valeur nulle et il faut alors remplacer 
toute la fraction par une constante arbitraire. Donc la condition 
(261) non seulement est nécessaire, mais elle est aussi une condition 
suffisante de solubilité de l'équation. 

I-41. Appareil de Fredholm dans le cas d’un noyau symétrique. 
Appliquons l'appareil de Fredholm développé plus haut au cas d’un 
noyau continu symétrique en supposant À réel. 

.. Dans ce cas le numérateur de Fredholm (53) et la résolvante 
seront également des fonctions symétriques. Nous savons comment 
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décomposer les noyaux itérés [1-39]. Portons ce développement dans 
la formule (39) en supposant que À vérifie la condition (41) et donc 
que [ACTA |: 


R(s,t;ù K(s,t à On (S) Pn On () 32 On (S) Pn En G) he 
(s1:1)=K(s, 1) + JutnE Jupes. x 
(262) 
On voit aisément que si dans cette série nous remplaçons tous les 
termes par leurs modules, la série double obtenue convergera. En 
éffet, en rassemblant dans un même groupe les termes en 
| Œn (S) | | Pa (t) |, on obtient la série: 


IA IR 


\X (s, D1+1m O1: 0 | > [A [R+1 





+ 





He Ole OZ E+ _— 


[A | 
UK 914 À Len O1 OR 


>! 


Or, en comparant cette série à la série uniformément convergente 


> | Pn PL Fe (ë) | : (263) 
n=1 


nous vo 1 éné HR 

yons que le rapport des termes généraux ÉCESENE 
ne dépend pas des variables (s, t) et tend vers | À |, ce qui entraîne 
la convergence absolue de la série double (262). Nous pouvons donc 
y rassembler dans un même groupe les termes en ®, (s) p, (t). Nous 
obtenons ainsi le développement suivant pour la résolvante par 
rapport aux fonctions propres 





R(s,t: 1) =K(s, D+1 3 PORT. (264) 


Strictement parlant nous avons étudié ce développement en suppo- 
sant que À satisfaisait à la condition (41). Cependant en remplaçant 
dans la série (264) tous les termes par leurs modules et en comparant 
comme précédemment la série obtenue.à la série (263), on constate 
que la série (264) est absolument et uniformément convergente 
par rapport à (s, {), quel que soit À-£À,. Bien plus, elle 
converge uniformément par rapport à À dans tout domaine borné 
du plan À si l’on néglige les premiers termes possédant des pôles 
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dans ce domaine. Donc le second membre de la formule (264) est la 
décomposition d’une fonction rationnelle en éléments simples et 
comme la formule (57) elle donne le prolongement analytique de la 
résolvante R (s, t; À) dans le plan tout entier. En particulier, 
de la formule (264) il découle que lorsque le noyau est symétrique, 
toute valeur caractéristique est un pôle simple de la résolvante. Remar- 
quons que si nous substituons la décomposition (264) dans la for- 
mule (45), nous déduisons la formule (259) qui représente le dévelop- 
pement de la solution par rapport aux fonctions propres. 
Faisons { — s dans la formule (264) et intégrons par rapport à s: 


b b 00 
[RG s:2)4s= À K(s, s) ds+X Ÿ TE 
a a . n—=1 AE 


Or, en divisant les deux membres de (59) par D (à), on obtient 


D' () 


b 
| JR s; Das 70, 


donc la précédente formule peut être mise sous la forme 


b 00 


D'() 1 
D = — | K (5,5) mp2 EURE OA 


a 





Soit À, une racine de D (à) de multiplicité r. Nous savons 
(t. IIT, [1-211) que pour le premier membre de la dernière formule 
la valeur À — À, sera un pôle simple de résidu r. Dans le second 
membre de cette formule, certains des nombres À, coïncideront 
avec À,. Chacune des fractions correspondantes peut s’écrire 


PRE ee 1 
Ân (À — À) 1 À—}n Ân É 


i.e. chacune de ces fractions présente un pôle À — À, de résidu 
égal à l’unité, donc r des nombres À, doivent être égaux à À,. Ceci 
nous conduit au théorème suivant : si dans le cas d’un noyau symé- 
trique À, est une racine de D (À) de multiplicité r, alors à cette 
valeur caractéristique sont associées très exactement r fonctions 
propres linéairement indépendantes, i.e. si le noyau est symétrique, 
la multiplicité d'une racine de D (À) est égale à celle de la valeur 
caractéristique correspondante. 

Nous avons vu plus haut que le noyau Æ (s, t) admettait la série 
(201) pour série de Fourier par rapport au système de fonctions 
propres , (t). En portant cette série à la place de Æ (s, t) dans 
le second membre de la formule (264), on constate que la résolvante 
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admet pour série de Fourier la série suivante 


n n t \ 
> us en @, (265) 


La série du premier membre de la formule (264) étant unifor- 
mément convergente, on affirme que la série (265) est uniformément 
convergente en même temps que la série (201); si ceci a lieu, 
outre (202), on aura la formule 


(s, ; À) — : Lt = Te En G). (266) 


On obtient les coefficients de Fourier de la fonction À (s, 1; À) 
en multipliant les deux parties de (264) par , (t) et en intégrant 
par rapport à t. Comme , (t) est une fonction propre du noyau 
K (s, t) et que ®, (t) sont orthonormées, on obtient les coefficients 
de la série (265): 
UE ; 

ÎR (8 #3) qn (D dt= + On (9). 


a 


Cette égalité montre que les fonctions ®, (s) sont les fonctions pro- 
pres du noyau À (s, t; À) associées aux valeurs caractéristiques 
(An — À), où À est un réel arbitrairement fixé. On voit sans peiné 
que ce qu’on a obtenu est le système complet des fonctions propres 
du noyau symétrique réel À (s, t; À). 

Nous pouvons donc affirmer que si la fonction R (s, t; À) est 
prise pour noyau, celui-ci admet le même système de fonctions propres 
Pr (s) que le noyau principal, quant aux valeurs caractéristiques, elles 
seront égales à (À, — À). En appliquant la formule (264) au noyau 
R (s, t; À) et en désignant par u le paramètre figurant dans la 
résolvante, nous constatons que la résolvante de ce noyau aura la 
forme suivante: 


nn p+S Rs —, 


et en développant R (s, t; À) suivant la formule (264) et après 
quelques transformations élémentaires, on déduit sans peine: 





R(s,t,h;U)=K(s, + (+) > 7 +. SEE =R(s,t; À), 


i.e. si l’on prend R (s, t; À) pour noyau, la résolvante de ce dernier 
sera la fonction R (s, t; À + u). 
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Remarque. Puisque pour les noyaux symétriques faible- 
ment polaires nous avons établi le développement des noyaux itérés 
et démontré la convergence uniforme de la série (263), le développe- 
ment (264) est également valable pour de tels noyaux. Si K (s, t) 
appartient à L,, on montre sans peine que le développement (266) 
est une série de Fourier de R (s, t; À) correspondant aux valeurs 
caractéristiques (À, — À) et aux fonctions propres ®, (s) qà (t) 
{cf. [I-311). 

I-42. Classification des noyaux symétriques. Nous avons établi 
plus haut les valeurs propres et les fonctions propres correspondantes 
à partir des problèmes du maximum de la quantité | (Av, ) | 
[1-36]. Celle-ci s'exprime explicitement en fonction du noyau 

b 


b 
OUR PAR ESC ICE AETOLS (267) 


Soient c; les coefficients de Fourier de  (s) par rapport aux fonctions 
propres ®, (s) du noyau. En appliquant le théorème de Hilbert- 
Schmidt à l'intégrale intérieure, en multipliant la série obtenue 


par 1 (ft) et, enfin, en intégrant terme à terme, on obtient 


(A, Ÿ) = 2 1e. (268) 


Supposons que tous les À, > 0. Get étant 
Le le 
J — >» ne 0 (269) 
k=1 


et le noyau correspondant est dit positif. L'égalité a lieu s’il existe 
une fonction 1p (s) = 0 (de Z,) telle que tous les c, soient nuls. Si 
le système orthonormé vw, (s) est fermé, il en va autrement et J >> 0. 
On dit d’un tel noyau qu’il est défini positif. On définit d’une façon 
analogue les noyaux négatifs et définis négatifs. 

Si l’on fait 1 (f) = ph (t), alors la formule (268) donne | cm | = 1 
et les autres c, = 0 (k=£ m). D'où il résulte que si les À, sont de 
signes différents, alors J peut prendre des valeurs de signes différents. 

Les fonctions propres 4 (s) ont été obtenues à partir des condi- 
tions de maximum de J sans réserve que la norme de w (s) soit égale 
à l'unité (voir [I-361). Dans la suite nous aurons besoin de formuler 
autrement les problèmes extrémaux, plus exactement nous exigerons 
que soit normée non pas la fonction Ÿ (s) elle-même, mais sa repré- 
sentation par le noyau: 


[lire tp (9 | ds —1. (270) 
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L'intégrale intérieure se décompose d’après le théorème de Hilbert- 
Schmidt en une série uniformément convergente ou en une série 
convergente en moyenne (pour les noyaux de Z,) et en vertu de 
l'équation de fermeture on peut écrire la condition (270) sous la 
forme 





SLA 4. (271) 





En remplaçant À, par son minimum, on obtient en vertu de (271) 
J>h. (272) 


Si l’on pose w (s) — Av, (s), alors c, — À et cx — 0 pour k > 1, 
de sorte que la condition (271) est vérifiée et l'égalité est réalisée 
dans la formule (272). Donc, La première valeur caractéristique À 
est la plus petite valeur que puisse prendre l'intégrale (267) à la con- 
dition (270). Cette valeur est prise si l’on pose 4 (s) = Ag (s). 
On montre de même que la valeur caractéristique }, est la plus petite 
valeur que prend l'intégrale (267) si la fonction 1 (s) satisfait aux 
conditions suivantes : 

b 


[kcovoafans: [ronba-o 


a 


cette plus petite valeur est prise si l’on pose 4 (s) — À, (s). 
On remarquera sans peine que le principe extrémal qui nous 
a servi à définir les valeurs caractéristiques et les fonctions propres 
est valable non seulement pour les noyaux positifs, mais aussi pour 
tout noyau possédant un nombre fini de valeurs caractéristiques 
négatives, i.e. pour lequel les valeurs caractéristiques peuvent 
être disposées dans un ordre décroissant à partir de la première. 
On remarquera par ailleurs que si, par exemple, À = Ào = 3 << À, 
alors l’intégrale (267) prendra sa valeur minimale à condition que 
Ip 1 = 1 pour 4 (s) = A (s), pour Ÿ (s) = A9, (s), pour 1 (s) — 
= À93(s) ainsi que pour toute combinaison linéaire 4 (s) — 
= À (diPa (S) + asp (S) + a3p3 (s)) dont les coefficients sont tels 
e 


qu 
Ia + le F+ la P = 1. 


Cette remarque vaut également pour le premier problème extrémal 
indiqué. | 
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1-43. Théorème de Mercer. Si X (s, t) est un noyau continu positif 
ou négatif, alors sa série de Fourier par rapport aux fonctions propres 
converge régulièrement dans le carré k,. 

Nous supposerons que le noyau est positif et réel. Montrons 
d’abord l'inégalité XÆ (s, s) > 0 

En effet, si sur la diagonale du carré k, il existait un point s — 
= t— c, où À (c, c) L O0, alors ce point posséderait un voisinage: 
[s—c|<e et [t—c|<e tel qu’on y aurait en chaque point 
K (s, t) 0. Nous pouvons définir une fonction continue p (s}) 
telle qu’elle prenne des valeurs positives dans l’intervalle c — &8 < 
<s<c<+eet qu’elle soit nulle partout à l’extérieur de cet inter- 
valle. Nous aurons pour cette fonction 

b b c+e c+e 
1={TrkéeDropoaa-T | K(6,9p(9p@adsa<0, 


a « C—Eec-E 


ce qui contredit le fait que le noyau est positif. Composons le noyau 


K (s,t)— >» Pa (s) qu () (273) 
k=1 Ân 
Ses valeurs caractéristiques Ày+1, Ant, - - . Sont positives. En appli- 


quant à ce noyau le théorème démontré ci-dessus, on obtient 


K (s, s— > Im@E Do, i.e. 2 ie £LK (s,5). 


kR=1 


D'où il résulte immédiatement que la série S ROLE à à termes 
hk=—1 

positifs converge quel que soit s et ses sommes partielles restent 

inférieures pour tout s Ela, b] à un nombre positif M. L'inégalité 

. Cauchy entraîne 














5 Pa G) _ px (4) [= 2 = Pa(s) | | Pr () 
ee VRILVA 
OBS love 
Pr (S PR | 
y Esse y Singe, mo 

ou 

TL on (9) x © In ee 

> PR Le | e S'Inor Fe VM M, 





k=n k=n 
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d'où il résulte immédiatement en vertu de la convergence de la 


dé 2 
série > ART que la série (201) converge régulièrement par 
k=1 
rapport à # dans l'intervalle [a, b] pour s fixe. D'une façon analogue 
on démontre la régularité de la convergence par rapport à s pour 
t fixe. 
Ce que nous avons démontré entraîne 


2 
ÿ | = | —K(s,s), 
k=—1 


et en vertu du théorème de Dini, la série converge uniformément 
et l'inégalité (274) entraîne la convergence régulière dans k, de la 
série L 
S Pa (s) Pa (6) 
ÀR d 


2" 
I 
= 


c.q.f.d. 

1-44. Noyaux antisymétriques et équations intégrales se rame- 
nant à des équations à noyaux symétriques. On dit du noyau K (s, t) 
qu'il est antisymétrique si 


KG = -K(s, 0 (275) 
et dans le cas d’un noyau réel: 

K (4, 5) — —K (s, t). 
Si l’on introduit le noyau 

L(s D=iK(s, »), 


alors en vertu de (275) on obtient 


L(t, 5 = Lis, à) 
et l’équation intégrale à noyau antisymétrique 


bd 
(= (+2 À K (6, à p (0 dé 276) 


peut être mise sous la forme d’une équation intégrale à noyau symé- 
trique 


._b 
PH= (+ | L(s, 9 pd, (277) 
où u — —iÀ i.e. À — pi. Il résulte que l’équation (276) à noyau 


antisymétrique possède au moins une valeur caractéristique et toutes 
ses valeurs caractéristiques sont imaginaires pures. 
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Nous allons indiquer maintenant une classe d'équationsintégrales 
qui se ramène par une simple transformation à des équations à noyau 
symétrique. Il s’agit des équations de la forme 


b 
PO)=r (+2 À K (6,0 p (D (6 à, 78) 


où X (s, t) est un noyau symétrique et la fonction continue p (é) > 0 
dans l'intervalle [a, b]. En multipliant les deux membres de (278) 


par Vp (s) et en introduisant la nouvelle fonction inconnue 1 (s) — 
— Vp(s)p(s), on obtient l'équation intégrale 


b 
vO= OO VPE+A TL (6,041 à (279) 


à noyau symétrique 
L(s,=K(s,t)Vp(s)p(). 


Soient À4 et k (s) les valeurs caractéristiques et les fonctions propres 
respectivement de l’équation (279), ces dernières formant un système 


orthonormé. En utilisant la formule, (s) — V p (s) gx (s), on obtient 
pour les fonctions propres de l'équation (278) l’orthonormalisation 
de poids p (s): 


O0 pour kÆlI, 


b 
JronQnoast, Du pl 


Si Æ(s, t) est continu ou faiblement polaire, on obtient pour le 
second noyau itéré 


b 
> HOMO LL (6,9 ÛK (20 E (En 9 p (6) VPO PO dt 
et en divisant par V p(s)p(t) 


b ” En. 
H6,9= Ÿ Ke, 4) Æ (ed p(t) de = D ROM, 
k=—1 k 
D'une façon analogue pour les fonctions 


b 
H, (6,1) = | Has 4) Ka D p(dt 
nous aurons : 


H,(s,= > Pa (5) pe 


P 
k=1 Me 
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Nous avons d'autre part la formule: 


K (s, t) = >. P4 SE ‘2 , 
k=—1 


si la série du second membre converge uniformément par rapport 
à l’une des variables quelle que soit la valeur fixée de l’autre variable. 

Supposons que la fonction f (s) est représentable par le noyau 
L (s, t), i.e. 


b 
f(s)= | L(s,)h(# dt. (280) 
Alors 
F()= 2 fnbr (9), (281) 
où 


b 


b 
CS FOR TOL ES ICI ATOME 
En simplifiant les deux membres de (280) et (281) par Vp (s), on 


obtient pour les fonctions 
b 


F)=f6):VrO=TKX( 0 V PO (dt 


a 


le développement 
F (= À jo (9. 


On ramène l'équation (278) à une équation à noyau symétrique 
en procédant au changement de variables: 


z= | ptudu; = ot 


comme p (u) >> 0 les nouvelles variables croissent en même temps 
que s et { et ces dernières sont des fonctions univoques de x et y. 
Après le changement de variables on obtient les nouvelles fonctions : 
fh (x) =f({(s), © (x) — p(s) et le nouveau noyau symétrique 
K; (x, y) = K (s, t), quant à l'équation (278) elle s'écrit donc 

l 


bd 
o(=ñ(+i (ki moay (1= | pu du). 


0 a 
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1-45. Equations de première espèce. Examinons l'équation inté- 
grale de première espèce 


b 
J A6 9vE@a=7(s) (282) 


à noyau symétrique. On suppose que XÆ (s, t) appartient à L, dans 
ko; la fonction donnée f (s) appartient également à Z, dans [a, b] 
et l’on cherche la solution  (s) dans Z,. Dans la suite, on dira 
qu'un noyau symétrique est complet si le système de ses fonctions 
propres est complet (fermé). Si le noyau n’est pas complet, alors 
l'équation 


b 
| K(s,t)q(t) dt =0 (283) 
ch a 

possède une solution non nulle, et si l'équation (282) est soluble 
dans L,, alors sa solution n’est pas unique. Si le noyau K (s, t) 
est complet, alors l'équation (282) ne peut posséder plus d'une solution. 
Si elle possédait deux solutions non équivalentes ®, (s) et œ (s), 
alors leur différence œ (s) — 1 (s) — ®, (s) non équivalente à zéro 
devrait satisfaire l’équation (283), i.e. le noyau ne serait pas complet, 
ce qui est contraire à l'hypothèse. 

Comme plus haut on désignera par f, les coefficients de Fourier 
de f(s) par rapport au système orthonormé ; (s) des fonctions 
propres du noyau et par À, ses valeurs caractéristiques. 

Démontrons le théorème de Picard qui est une condition néces- 
saire et suffisante de solubilité de l'équation (282). 


Théorème. Soit K(s, t) un noyau complet. Une condition 
nécessaire et suffisante pour que l'équation (282) admette une solution 
est que la série 


2 1 fr P (284) 
soit convergente. 


Démontrons d’abord la condition nécessaire. Supposons qu'il 
existe une solution  (s) (de Z.) de l'équation (282). Soient a, les 
coefficients de Fourier de œ(s) par rapport au système 4 (s). On 
sait que les coefficients de Fourier de la fonction f (s) qui, en vertu 
de (282), est représentable par le noyau, ont pour expression 


= __ , i.e. an = fr; (285) 
k 


et la convergence de la série de terme général | a, |? entraîne celle 
de la série (284). 


1-46. SYMÉTRISATION DU NOYAU 129 


Montrons maintenant la condition suffisante. Supposons que la 
série (284) converge. Il existe alors une fonction œ (s) de L, ayant 
pour coefficients de Fourier À;f, qui, en vertu de la complétude 
du système 4 (s), est unique (à l’équivalence près) 


p (s) — à fn Pr (S), (286) 


et telle que la série écrite converge en moyenne. La fonction (286) 
vérifie l'équation (282) puisqu'en la portant dans cette équation 
le premier et le second membres possèdent les mêmes coefficients 
de Fourier par rapport au système orthonormé complet 2 (s). Le 
théorème est donc démontré. 

La complétude du noyau, i.e. du système 4 (s), est essentielle 
non seulement pour l’unicité, mais également pour l'existence de la 
solution de l’équation (282) dans L,. En effet, supposons que le 
système x (s) n’est pas complet, i.e. qu’il existe des fonctions de 
L, non équivalentes à zéro et orthogonales à toutes les @, (s) (4 — 
Es PR PA P 

Soit « (s) une telle fonction. Montrons que l'équation (282) 
pour f(s) — « (s) ne possède pas de solution dans Z,. Supposons 
en effet qu’une telle solution œ (s) existe et soient h, ses coefficients 
de Fourier par rapport au système orthogonal {x (s)}. Tirons de 
l'équation (282) les coefficients de Fourier du premier membre en 
vertu de [1-32]: 


On remarquera que la série du second membre est convergente en 


moyenne. En multipliant par , (s) et en intégrant, on obtient 
him = 0 (m = 1, 2, ...), i.e. © (s) = 0. Ce qui contredit le choix 
de « (s). 

Si le noyau n’est pas complet et que pour une fonction f (s) 
quelconque de Z, l'équation (282) admette une solution œ (£) de Z,, 
il est évident que la fonction œ (f) + « (£), où w (£) est orthogonale 
au noyau, vérifie également cette équation. Donc la solution 
de l’équation (282) n’est pas unique dans ce cas. 

1-46. Symétrisation du noyau. Considérons un noyau non symé- 
trique X (s, t) que, pour simplifier, nous supposerons continu dans #,. 
Introduisons les deux noyaux symétriques 





b b 
Ki (5, t) — | K(x,s) K (x, t) dt, Ki (s, 1) — | K(s,Tt)Æ(t,t) dt. (287) 


9—0727 
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Montrons qu ‘ils sont tous deux positifs [1-42]: 
"D. 


à : 
| f | K, (D û) p(s) dt ds— ee. 


- | 
[ 


Îx&5 Et iibooddes 





Ë 
j 


b . 
KG, 59) ds(K(r, t) p() dt|dr— 


| 


{free s) q (9) ds| dr > > 


PL 


il en est de même pour XK, (s, t). Les valeurs caractéristiques du 
noyau positif X, (s, t) sont positives; désignons l’une d'elles par 
A? et soit œ (s) la fonction propre correspondante. Montrons que 


p(s)=A | K (s, t) q(#) dt | (288) 


est une fonction propre du noyau K, (s, t) associée à la même valeur 
caractéristique A°. En effet les formules (287) et ee entraînent : 


| a voa | | EC D AGDE (t, 0) p(o) do drdt= 


b 


=A | K (s, o[ Ki (r, 6) @ (0) do | dr — 


b 
— A5 | K(s, t) @(r) dt = A (s). 


a 


On remarquera que la fonction (288) n'est pas équivalente à zéro. 
En effet, s’il en était ainsi, l'égalité 4 (s) —0 entraîfnerait 
| b b 


b 
0 | KG, sv d—A | ÎxE SK(t,Tp(r) dr = 


b 
— À À Ki(s, 9 o (9) dr = Ag (s), 


a 


ce qui contredit le fait que œ (s) est une fonction propre. 
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On déinontrerait de même que si Ÿ (s) est une fonction propre 
du noyau X, (s, t) RCE à la valeur rasenqne 4°, Lis 


e6-AÎFTS DT : +. 28) 


ë 
nt + 


est une fonction propre du noyau X; o t) cos oidente à la même 
valeur caractéristique. Il résulte donc que les noyaux X, (s, t) et 
K;(s, t) possèdent les mêmes valeurs -caractéristiques A (4 — 
— 1, 2, ...) avec la même multiplicité. Soient œ, (s) les fonc- 
tions propres du noyau X, (s, t). Celles-ci constituant un système 
orthonormé, on montre sans peine, moyennant la formule (288), qué 
0 pour k-£l, 


b b 
NOTICE TS LICE Peeters 


i.e. les fonctions 4, (s) (4 — 1, 2, ...) forment un système ortho- 
normé de fonctions propres du noyau K, (s, t). Ceci étant les formu- 
les (288) et (289) donnent 


s Dan b | 
(= | K(s DE; (=A TRES ME d (290) 


A0 HSE), 


Les noyaux K, (s, t) et K,(s, t) étant continus, le théorème 
de Mercer [1-43] entraîne le développement en séries absolument 
et uniformément convergentes : 


Ki (s, Pr Ka (s, se: (291) 
k=— = 
Montrons que le noyau X (s, . admet le développement suivant: 


K (s, t) = 20486 PR Sr … de CE). (292) 


Cette série est une série de Fourier du noyau par rapport aux sys- 


tèmes orthonormés 4 (s)et; (?), elle converge en moyenne relative- 
ment à s et # De (291) il ee 


[1x s,D— Den us GEPAO | ds — | 1x9 i) [P ds — > Ne ce 
= K(t, 1) — > TRQE = D HSE 


R=n+1 
9% 
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et en vertu de la convergence uniforme de la série (291) l'expression 
obtenue converge uniformément vers O lorsque nr —+ 00. Ceci reste 
vrai si l’on remplace s par t. 

En utilisant le développement (292), on généralise aisément le 
théorème de Hilbert-Schmidt au cas d’un noyau non symétrique. 
En multipliant les deux membres de (292) par la fonction h (t) 
de ZL, et en intégrant terme à terme, on obtient: 

b co 
(6,9 RO 15 ao (9, (293) 
R=—1 


a 


b 
1 RES Î 
= | h (t) Pr (6) d= 


et k, sont les coefficients de Fourier de h (£) par rapport au système 
orthonormé 1, (f). Majorons les sommes partielles de la série (293): 


np, n+p Lo, %+P O1 
k Jè k 
2m <(3 nf) (32) . (294) 
k=n k=n k=n 
La continuité du noyau entraîne 
n+p : b] 
DIM CTIK (6. 0P&<C, (295) 
k=n ‘a 


où C est une constante et où, comme dans [I-32], la convergence 
régulière de la série (293) découle de (294) et (295). On démontre 
d’une façon analogue la convergence régulière de la série 


bd 00 
\ KE, 5) h (+) dé = D bye (s). 


a R=1 


Comme dans [1-45] étudions l'équation de première espèce 
b 
| K(s,t)o(#) dt = f(s). (296) 
a 


Si a, sont les coefficients de Fourier de f (s) par rapport au système 
orthonormé oz (s), alors une condition nécessaire et suffisante de 
solubilité de l'équation est la convergence de la série 


O0 
2 AilaP. 


Rk=1 
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Si le système œ, (s) est complet dans L,, alors l’équation (296) 
admet une solution qui est unique dans Z,. Si le système 2 (s) 
n’est pas complet, alors on peut faire les mêmes remarques que dans 
[T-451 au sujet de la solubilité de l'équation. 


1-47. Exemples. 1. Considérons le noyau de [1-1] et supposons pour simpli- 
fier l'écriture que ! = 1, i. e. 
s({—t) pour s<t (0<s<1), 
1) — 29 
60 { t(l—s) pour s>t (0<F<1). (220) 
Dans ce cas on peut trouver toutes les valeurs caractéristiques et les fonctions 
propres sous une forme finie. S'agissant de l’équation intégrale homogène 
1 


TOR ETCLTICL (298) 
0 


nous devons, lorsqu'on intègre de { — 0 à t — s, i. e. lorsque t < s, utiliser la 
deuxième des expressions (297) et lorsqu'on intègre de & — s à t — 1, la pre- 
mière de ces expressions, i.e. l'équation s’écrit sous la forme 


8 1 
p(s)—À | t(A— 5) œ(t) +2 | s(1—t) p(#) dt. 
0 s 
En dérivant les deux membres par rapport à s, on obtient 
s 1 


p' (s)= —À | tp (t) dt+ As (1 —s)p(s)+À | (4 —t) p(é) dt—}Xs (1 —s) p (s). 
0 s 
En dérivant encore par rapport à s, on obtient 
p (s) + Ap (s) = 0. (299) 


Le noyau (297) vérifie visiblement la condition X (0, t) — K (1, t) — 0 
et la formule (298) donne @ (0) = œ (1) = 0, i. e. nous ne pouvons prendre que 
les solutions de l'équation (299) qui satisfont aux conditions aux limites: 
p (0) — (1) = 0. L’équation (299) s’intègre par des fonctions élémentaires 
et nous savons (t. II [VII-1-5]) que le problème aux limites peut posséder des 
solutions non nulles , (s) — V/2 sin nas, si seulement À, — n?n°. 

En portant les nombres et les fonctions mentionnés dans l’équation (298), 
on s'assure immédiatement qu'ils sont réellement valeurs caractéristiques et 
fonctions propres de cette équation. On aurait pu s’en rendre compte d’ailleurs 
en remarquant que pour les conditions aux limites considérées on n’a pas intro- 
duit de solutions étrangères en dérivant les deux membres de l’équation. Nous 
avons déjà obtenu de telles valeurs caractéristiques et fonctions propres en 
étudiant les vibrations d’une corde fixée à ses extrémités (t. II [VII-1-5]). Ceci 
est lié directement au fait que le noyau (297), comme nous l’avons montré dans 
[1-1], est à l’origine de la déformation statique de la corde due à une force ponc- 
tuelle. Dans la suite nous développerons cette idée pour une plus large classe 
de problèmes de physique mathématique. Dans l’exemple considéré la série 
(201) est uniformément convergente et l’on a la formule suivante: 


2 sin kns sin kr ={ s(i—1) pour s<t : 


LR FE t(i—s) pour s>ét \0<i1<1 


] . (800) 
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:: : Supposons qu’une fonction f (s) possède des dérivées continues jusqu'au 
deuxième ordre et qu’elle satisfasse aux conditions aux limites f (0) = f (1) — 
= 0, Cette fonction ‘admet la représentation suivante par le noyau 

Fe | K (s,t) f' (+) dt = — | (ts) f” (0 dt — | s (1— +) f” (#) dt, 
: £x 0 : 0 : 4 


S 


ce qu'on vérifie sans peine par une intégration par parties et ce qui découle 
également de ce qui à été dit dans [1-1] relativement à la définition de la défor- 
mation sous l’action d’une charge continûment distribuée que nous supposons 
égale ici à f” (t). Le théorème 2 traduit donc le fait que toute fonction f (s), 
vérifiant les conditions mentionnées plus haut, peut être développée dans l’in- 
tervalle [0, 1] en série de “Fourier absolument et uniformément convérgente 
suivant les fonctions V/2 sin kxs. Nous verrons dans la suite qu'on peut alléger 
notablement les conditions imposées à la fonction f (s). Remarquons que la 
formule (300) est le développement de son second membre en série de Fourier. 

Cette série peut être considérée comme la série de Fourier du second 
membre pris comme fonction de s (# étant un paramètre) suivant les fonctions 
V2 sin kns (k = 1,2, .. .), ou bien comme la série de Fourier du même 
second membre pris comme fonction définie dans le carré (00 <s<1;,0<1< 
< 1) suivant les fonctions 2 sin kns sin Ent (k, ! — 1, 2, ...) qui forment un 
système orthonormé dans le carré indiqué. D’une façon analogue on étudierait 
les noyaux de la forme | 


K (s = { asttbs+ci+d pour s<t, _. 
; ast+bt+cs+d pour s>t, : 
(voir I. Privalov, Equations intégrales, 1935, p. 102, en russe). 
. 2. Considérons le noyau X (s, t) qui est une fonction de la différence (s — #): 
K (s, t) = @ (s — t), 
où © (x) est une fonction paire continue de période 2x. Un tel noyau sera symé- 


trique en vertu de la parité de la fonction © (x). Introduisons les coefficients de 
Fourier de la fonction & (x): 


| ELA 
= | o (x) cos kx dr  (k=0,1,2, ...); 
=T 


en vertu de la parité de © (x), on a 
| : | 
| © (x) sin kx dx —0. 
7 
Considérons maintenant l'intégrale 
IT 
| @ (s—t) cos kt dt. 
—H 


En faisant le changement de variables s — + — x et compte tenu de la parité 
de © (x), nous obtenons 


ELA s+T 
| © (s—t) cos kt dt =cos ks | @ (x) cos kr dx, 


—T S—T 
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ou puisque la longueur du chemin d’intégration est égale à 27: 
T 


| o (s—t) cos kt dt — nez, Cos ks. 


D'une façon tout à fait analogue on établit 
ELA 


| © (s—t) sin kt dt = nc sin ks. 
Considérons l'équation intégrale homogène : 


a H 
p(s)=À | @ (s—t) p(t) dt. 
— I 
Si les coefficients de Fourier cz de la fonction & (x) sont tous non nuls, alors les 


précédents calculs entraînent que cette équation possède les valeurs caracté- 
ristiques suivantes: . ‘ ) | 


Moss Re dde 
k 


auxquelles correspond le système de fonctions propres orthonormées 
1 1 


4 
VA ” A Se 
1 CR ; 
Vx sin s, Va sin 25, ... 


Le noyau étudié ne peut avoir d’autres fonctions propres, car les fonctions 
mentionnées forment un système fermé (t. II [V-1-2]). Pour k > 1 à la valeur 
caractéristique À, sont associées deux fonctions propres. Si, par exemple, c;,—0 
et les autres c, -£ 0, alors du système de fonctions propres on peut exclure les 


« 4 L 4 . A 
deux fonctions propres —— cos s et —— sin s et le noyau cesse d’être complet. 
Er Ta 
Quelles que soient les conditions imposées aux coefficients c,, la série (201) 
aura la forme 


[s,°] 


Co 
1 : : 1 
5 co+ D Cr (cos ks cos kt + sin ks sin kt)=- Co + > Ch COS k (s—1t), 
k—1 k=1 


i. e. sera la série de Fourier de la fonction & (s — t). Dans le cas général nous 
ne pouvons pas affirmer qu’elle converge. Mais si les coefficients de Fourier 
c, sont tels que ec, > 0, alors du théorème de Mercer il résulte immédiatement 
que la série converge uniformément et absolument et donne @ (s — :). On arrive 
à la même conclusion si parmi les coefficients c, il n’existe qu’un nombre fini 
de coefficients positifs ou négatifs. 

I-48. Noyaux dépendant d’un paramètre. En développant la théorie des 
équations intégrales nous avons vu que le paramètre À ne figurait que comme 
facteur. Nous avons examiné dans [1-41] une équation intégrale de noyau 
R (s,t; À) qui est une fonction analytique du paramètre À. 

Les lois régissant les équations intégrales dont les noyaux sont des fonc- 
tions analytiques d’un paramètre sont susceptibles de différer singulièrement 
de celles que nous avons étudiées dans le cadre de la théorie générale. A titre 
d'exemple simple Ansidérons un type d’équation intégrale homogène dont 
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le noyau est un polynôme de premier degré en À: 


b 
p(s)= | LKo (s, + Ki (s, 9 À] ç dt, 


où 
Kols,t}=p(s)p(t); Ki(s,t)—=0(s)p(t), 
et 
b b 
[ip Pas1; | ET a0. 


On vérifie aisément que quel que soit À l’équation homogène possède la solution 
p(s) = p (s) + © (s) À. 


Etudions maintenant le cas général du noyau X (s,t; À) sous les condi- 
tions suivantes: 1) X (s,t; À) est une fonction continue en s, t et À, lorsque 
(s, t) parcourent le carré k, et À un certain domaine B du plan de la variable 
complexe À; 2) pour tous les (s, f) appartenant au carré k,, la fonction 
K (s,t; À) est une fonction régulière par rapport à À à l’intérieur de B. 

Ecrivons l’équation intégrale en faisant précéder l'intégrale du paramètre 
auxiliaire pu: 


b 
OP ICET SECTE TUE 


En reprenant tous les raisonnements de [1-5] et [1-7] et en prenant soin de 
remplacer le paramètre À par u, on obtient, tous calculs faits, la résolvante 


D(s,t,A;) 

Rs tu) = ———. 

re 

Les termes de cette fraction sont des séries entières en u, et leurs coefficients 
des fonctions régulières à l’intérieur de B. Si À est compris dans un domaine 
quelconque fermé B;, contenu dans 2, alors les séries mentionnées, quel que 
soit u, convergent absolument et uniformément par rapport à À [1-7], donc leurs 
sommes sont des fonctions régulières par rapport à À à l'intérieur de B 
(t.IIT, [1-12])). En faisant p — 1, on obtient l'équation - 


bd ; 
COPIE ECTETTCL (804) 


Deux cas sont possibles: 1) la fonction D (À; 1) régulière à l’intérieur de B 
n’est pas identiquement nulle ; 2) D (à; 1) = 0. Dans le premier cas l’équation 
(301) possède la résolvante: L 
t . 
Ra (s, +3 1j RE D 


D(X;1) 


pour tous les À non égaux aux racines de D (À; 1) et tout domaine B, contenu 
dans B ne peut renfermer qu’un nombre fini de ces racines. La résolvante vérifie 
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visiblement les équations 


b : 
RG AE (Eh) À KG 45h) Pit 5 2) di, 

: (802) 
R; (s, L: À)=K (5, t'; + | K (t4, t; À) R: (s, ti; À) dts, 


et si À n’est pas racine de D (À; 1), alors l’équation (301), quelle que soit f (s), 
possède une solution unique: 


b 
pO=1 + (Rite, +: 2) (D à. 


Si À = À, est une racine de D (à; 1), alors la fonction entière D (A; u} 
admet la racine u = 1 et les résultats [1-8] entraînent que l’équation homogène 


b : 
gG)= [ (6, 2: 2) p (0 à (303) 


possède pour À — À, des solutions non nulles. D'où il résulte d’ailleurs que 
À =, est un pôle de la résolvante R, (s, t; À). En effet, s’il n’en était pas ainsi, 
pour tous les (s, t) la résolvante R, (s, t; À) aurait été régulière au point À = 9 
et aurait satisfait aux équations (302), ce qu’on aurait vérifié aisément en pas- 
sant continüment au point À — À, à partir des valeurs proches de À dans lesquel- 
les ont lieu les égalités (302). Or si ces égalités ont lieu pour À = À, il en résulte 
que l’équation (301) possède une solution unique [1-6] pour j (s) quelconque et 
l'équation homogène (303) ne peut donc avoir que la solution triviale. Si 
D (à; 1) = 0, l'équation homogène (303) possède de toute évidence une solu- 
tion non nulle, quel que soit À contenu dans B, l'équation non homogène (301) 
étant soluble, mais pas pour n’importe quel terme libre. 

Les raisonnements précédents entraînent que sous les conditions imposées. 
au noyau X (s,t; À) et si D (À; 1) Æ 0, Les valeurs caractéristiques ne peuvent 
s’accumuler à l’intérieur de B, i. e. tout domaine fermé B, intérieur à B ne peut. 
en contenir qu’un nombre fini. Si au lieu de la régularité du noyau nous suppo- 
sons qu'il possède des pôles ne dépendant pas de s et de #, il se peut alors que 
tout voisinage, si petit soit-il, de chacun de ces pôles contienne une infinité 
de valeurs caractéristiques. Si par exemple l’équation | 


b 
p(s)=f(s)+2à Î K (s,t) q(t) dt 


à noyau symétrique continu possède une infinité de valeurs caractéristiques 
Ans alors | An | —— +oo et l'équation 


b 
PO=1 + | EG vw a 


de noyau X (s,t; À) et de pôle À — 0 possède des valeurs caractéristiques 
Az qui tendent vers À — 0 lorsque nr —+ co. 

Il peut arriver que la résolvante d'un noyau ayant des pôles ne possède 
pas de points singuliers. Supposons, par exemple, que R (s,t; À) est la résol- 
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vante d’une équation intégrale à noyau symétrique. Nous savons que cette 
résolvante est une fonction méromorphe de À dont les pôles ne dépendent ni des 
ni de ?. Composons l'équation intégrale 


b 
œ(s)=f (5) —X | R(s, 4: À) o() dt 


de noyau R (s,t; À) et de paramètre p — —X. En vertu de [1-41] la résolvante 
de cette équation est 


RAR + = Rs: 0 =K(s,0, 
et elle ne dépend pas de À. 


Dans les travaux de 7. Tamarkine (Ann. of Mathem., 1927, en russe) est 
démontré le théorème suivant pour les noyaux de Z, : 


D 


Théorème. Supposons que le noyau de l'équation 
PO=16+ | K(s,t;À)œ(t) dt 
a 


est une fonction régulière de À dans un domaine B, du plan À pour presque tous les 
Doints (s, t) du carré k, et que les intégrales 


b b 
RECTAONTE Ike tirs 
a a 


æxistent pour presque toutes les valeurs de s ou respectivement de t de [a, b] et que 
d'on ait dans tout domaine fermé B4 contenu à l'intérieur de B, 


b : b 
fireupra<no: ÎIkGt:nEa<r 1, 
-@ a | ; e 


où F, (x) est une fonction positive dépendant du choix de B, et intégrable sur l’inter- 
valle {a, b]. Ceci étant la résolvante R (s, t; À) ou bien est une fraction rationnelle 
de À dans BQ, pour presque tous les (s, t), ou bien elle n'existe pour aucun À. Si 
K (s,t; À) est une fonction entière de À, alors R (s,t; À), si elle existe pour au 
moins une valeur de À, est égale au rapport de deux fonctions entières. 


Dans le même ouvrage est démontré un théorème analogue pour le cas où 
K (s,t; À) est une fonction méromorphe à l'intérieur de B, et les coefficients 
des termes polaires sont des sommes finies de produits d’une fonction dépen- 
dant uniquement de s par une fonction dépendant uniquement de t. 

Les équations à noyaux dépendant analytiquement d’un paramètre ont 
été étudiées dans de nombreux travaux et notamment dans ceux de: Miranda 
(Circ. Matem. di Palermo, t. 608, 1937), Zglisch (Math, Ann. Bd. 117, 1939) 
et Z. Khalilov (DAN S.S.S.R., t. 54, n0 7, 1946). Ces ouvrages contiennent 
les références indispensables. 


1-49. Cas de fonctions de plusieurs variables. Nous avons étudié 
la théorie des équations intégrales essentiellement pour le cas d’une 
variable indépendante et le domaine d'intégration était un intervalle 
fini ou infini. Cette théorie se construit d’une façon analogue pour 
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les. fonctions de plusieurs variables : 
D p(P)=f(P)+A | K (P, 0) (Q) dre. 


où B est un domaine de 2 ou 3 ou, en général, de n dimensions sur 
lequel s'effectue l'intégration (pour simplifier on n’écrira qu’un 
seul signe d'intégration), f (P) une fonction donnée dans ce domaine 
et p (2) la fonction à déterminer. Le noyau XÆ (P, Q) est une fonction 
du couple de points (P, Q) appartenant chacun à B. Comme plus 
haut, on peut étudier les équations intégrales à noyaux continus 
ou à noyaux DOMRICSS de la forme 


EP QE, (304) 


où L (P, Q) est une fonction continue ou simplement bornée, r la 
distance des points P et Q et 0 ax<n, où nr est la dimension 
de l’espace. Un noyau faiblement polaire de la forme (304) est défini 


par la condition D<a<r. En étudiant l'équation pour les 


fonctions f (P) et ‘p (P) de L, din B, on suppose que le noyau est 
une fonction mesurable dans le domaine de 2n dimensions défini 
par l'appartenance de P et Q au domaine B de x dimensions. On 
suppose d’autre part que 


nil 1 (P,0 Favre < co. 


Notons que s'agissant des noyaux ose de la forme (304), si 
f(P) et L(P, Q) sont continues, on cherche la solution dans la 
classe des fonctions continues. 

1-50. Equations de Volterra. Nous nous proposons maintenant 
d'étudier les équations de Volterra de deuxième espèce dans le 
cas unidimensionnel : 


p=f (+2 | A(s 990 dt. (305) 


0 


Comme nous l'avons déjà indiqué précédemment, cette équation 
est un Cas particulier de l’équation de Fredholm, plus exactement 
le cas où KÆ (s, t) — 0 pour t > s, i.e. lorsque le noyau s’annule 
dans la moitié du carré k, qui est située d’un côté de la diagonale 
s — t. On suppose que le terme libre f (s) est une fonction continue 
dans un intervalle a < s < b, K (s, t) une fonction continue pour 
a<s<b,a<t<s et Ki(s, it) —0 pour t>5s Donc sur la 
diagonale s — & le noyau présente une discontinuité de première 
espèce si Æ (s, s) = 0. Les principaux théorèmes et l’appareil de 
[1-5-11] restent en vigueur. | 
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On cherche comme précédemment la solution sous la forme d’une 


série 
P (s) = Po (s) + Pa (8) À + pa (s) À +... (306) 
Pour les fonctions , (s) on obtient les formules 


S 


Po(s)= (8); Qn(9= | K(s,D nat) dt (m—1,2, ...). 


a 


Sur un intervalle fini ou dans le carré nous avons la majoration 
suivante pour les fonctions continues : 


If I<m; IK(, D1< M 
et pour y, (s) on a successivement: 


|po(s) 1m ; as) <| [Æi(s, #) 11 po (1 dt <mM (s— a), 


a 


Le OI Ÿ LE (6, 111 dm À (— a) at = mme LE 
et d’une façon générale 
M (s— am 
| qn (91m EEE. 


n! 


Lorsque s varie sur un intervalle fini [a, b], les termes de la 
série (306) ne sont pas supérieurs en module aux nombres positifs : 
mLAIM Ge 


n! è 


qui, pour n'importe quel À, forment une série convergente, donc la 
série (306) converge absolument et uniformément sur [a, b] et sa 
somme  (s) est une fonction continue qui vérifie l’équation (305). 

D'une façon analogue, dans [1-5] on peut former la résolvante: 


R(s,1:1)= À Knu(s, D M, (307) 
n=0 


Kits, D=K(s,t): Kn(s,t)— | Knu(s 4) K(t, 0) dti (308) 


(h= 2:90, 43); 


et ces formules impliquent: XK, (s, t) — 0 pour {> s. En effet, 
si ts, alors 4, <t et K (ft, €) = 0. 

Comme plus haut on démontre la convergence absolue et uniforme 
de la série (307) pour tous les À. Donc la résolvante de l'équation 
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de Volterra (305) est une fonction entière, et, quel que soit À, cette 
équation possède une solution unique qui a pour expression la for- 
mule de [I-6]: | 

ps (s) +2 | R(s #32) 7 (0 de. (309) 


On peut donc affirmer que l'équation de Volterra ne possède pas 
de ,valeurs caractéristiques, i.e. l'équation homogène 


S 


P(9—A [A (s, 9 p(0 di 


pour n'importe quel À ne possède que la solution nulle. Il en résulte 
que si nous avions construit le dénominateur de Fredholm D (à) 
pour l'équation (305), nous aurions constaté que celui-ci n’admet 
pas de racines [1-8]. : 

On démontre que si le noyau est de la forme 

L(s,t) F 
K(s, ere (st), 

où L (s, t) est une fonction continue et 0  & << 1, alors l'équation 
(305) possède comme précédemment une solution unique qui peut 
être calculée par la méthode des approximations successives citée 
plus haut. Ceci étant à partir d’un certain indice n#, les noyaux 
K, (s, t) sont continus. Si & << 1/2 à partir de nr — 2, le noyau 
K, (s, t) est continu [I-201. 

La méthode des approximations successives s’applique d’une 
façon analogue aux systèmes d'équations: 


S 


pu (s)= fe (8) +2 Di À Kix (s, 0 qu (D dt. (310) 


k—1 a 


Sous les hypothèses faites la caractéristique de l'équation de 
Volterra est que la série obtenue par la méthode des approximations 
successives converge pour tous les À dans l'intervalle mentionné. 
Si la condition de continuité est remplie pour tous les s > a, nous 
avons une solution pour tous les s > a. 

Considérons l'équation où les limites d'intégration sont toutes 


deux variables 
S 


PF (9 +2 | K(s, 8 @ (6) dé (311) 
ou bien . 
o(s) 

(= (+2 | K(s, # (0 dt. (212) 


S 
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Supposons que s varie dans un certain intervalle {a, b] sur lequel 
sont remplies les conditions ordinaires de continuité de j (s)iet 
K (s, t), et, d'autre part, que a < © (s) < s dans l'intervalle men- 
tionné. Il existe visiblement des nombres os N et M tels que 
l'on a 

16 1< N; IKs, L I< 


pour a < s, 1< b. 

Dans ] les équations Gt) ou (312) ne f(s)) et K(s, t) 
par les nombres prépondérants W et M et les intervalles (w (s), s) 
ou (s, © (s)) par un plus large intervalle d'intégration (a, s): 


p()=N+AM j PO. (813) 


En Pr la méthode des approximations : successives à “Ja 
dernière équation, on obtient (ce qu’on démontre aisément) une 
série entière en À, dont les coefficients sont positifs et non inférieurs 
aux modules des coefficients de la série entière obtenue en résolvant 
les équations (311) et (312). L’équation (313) est d’une forme ordi- 
naire, et le rôle de X (s, t) est tenu pour t < s par la constante M, 
quant à la série entière correspondante elle converge uniformément 
-en s sur l'intervalle [a, b] pour n'importe quel À. On peut a fortiori 
affirmer la même chose à propos de la série obtenue en résolvant 
les équations (311) ou (312), laquelle donne la solution de l'équation 
correspondante. Soulignons que la solution de l'équation (313) 
s'exprime sous une forme finie 


® (s) — NeiM(s-o), 


Remarquons également que l'équation (311) par exemple peut être 
mise sous la forme ordinaire (305) et son noyau est soumis à la con- 
dition Æ (s, t) — 0 pour t << w (s). 

Dans l'intégrale figurant dans l’équation (305), on peut per- 
muter les limites d’intégration après avoir pris soin de changer 
le signe du noyau. Donc le fait que la limite supérieure d'intégration 
est variable est sans importance pour la théorie. De manière analogue 
au lieu de l'inégalité s>a nous aurions pu poser la condition 
s & a. On passe d’un cas à l’autre par un simple changement s” — —s 
et {’ — — 1. D'une façon analogue, au lieu des inégalités mentionnées 
plus haut pour & (s), on aurait pu dans l'équation (311), par exemple, 
poser $s < & (s) < b. 

Considérons encore l’équation 


PO=F(+RTE(,DpUOdR (819) 
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-où f (s) est définie et continue pour — b < s < b et le noyau XÆ (s, t) 
est défini pour —b<s<b, —b<t< b. Partageant l'intervalle 
d'intégration en deux parties (—s, 0) et (0, s) et remplaçant la 
variable d'intégration & par (—) dans le premier cas, on obtient 


PO O+ATKG, -no(—-n&+al KG De; 
0 0 
ou en remplaçant s par (—s) et t par (—t): 


p(—S)=f(—5)—2 | K (—s, à) (D dt Î K(—s, —t)q(—t)dt. 
: 0 0 


En admettant OLs<b et OISE, posons 
PS) =q(s), P(—sS)=Pr(s), f(s)= (8), f(—s)= fa(s), 
K(s,t1)=Kut(s,t), K(s, —t)=Ky(s,t), K(—Ss, D —=K(s,t), 
K(—s, —t) = — K39 (s, t). 
L'’équation intégrale (314) se ramène à un système d’équations 
de forme ordinaire 


Pi (S) = ja (S) + À | Ku(s, t) pa) di tx 
0 


= 


Ky(s, 1) a) dt, 


K20 (S, t) Pa (€) dt. 


Sn on D) D 


Pa (5) = fa (9) + À À Aou (s, #) qu (8) dé +? 
0 


Si l’on résout ce système d'équations, on obtient deux fonctions 
@. (s) et @, (s) continues dans l'intervalle 0 < s < b. La solution 
o (s) de l'équation (314) est donnée maintenant par les formules : 
p (s) = qi (s) pour0 Ls LD; ps) = ps (—s) pour —bLs< 0. 
Pour s = 0 chacune de ces formules est valable car @, (0) — j, (0) — 
— f (0) et 2 (0) — f, (0) — f (0). Ceci montre entre autres que la 
solution œ(s) de l'équation (314) ainsi obtenue sera continue au 
point s—0(. | 

La méthode des approximations successives mentionnée plus 
haut est également valable dans le cas de plusieurs variables indé- 
pendantes. Ainsi dans le cas de deux variables indépendantes nous 
avons l’équation 


à 


px, v)= f(x, y) +À 


Cm 


y 
| K(x,y:s,t)q(s,t)dsdt, (315) 


& 


à laquelles’applique tout ce qui a été dit plus haut. Le développement 
selon À qui converge pour tous les À est possible pour des équations 
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d’une forme plus générale lorsque au second membre, outre une 
intégrale double, figurent des intégrales simples: 


Pr, y)=f(x, y) +2 | Ki(x, y; s)q(s, y) ds+ 


a 


y 
HA Ki(a y; 5) @ (a, s) ds + 


Q y 


y 
À KG y: 5,0) ps, #) ds dt. 
C 


Le paramètre À n’est introduit ici que dans le seul souci de faciliter 
l’utilisation de la méthode des approximations successives. Comme 
ci-dessus on peut démontrer l’existence et l’unicité de la solution 
de l’équation 
: ce 
pan Gunt+A | À KGyis nos, 0 dd, 


&,(y) @,(x) 


où a<@(r) LT et CL (y) LY- 

On aurait pu également supposer que la fonction w, dépend de 
z et non pas de y et que la fonction «, dépend de y. On démontre 
facilement l’unicité de la solution des équations (311) et (312). 

Remarque. La méthode des approximations successives 
s'applique à l'équation de Volterra dans Le cas où X (s, t) appartient 
à L, dans k, et K (s, t) — 0 pour st, et f (s) appartient à Z, 
dans [a, b]. On obtient alors une série entière en À convergente pres- 
que partout dans [a, b], quel que soit À. On a un résultat analogue 
pour la résolvante R (s, t; À). 

I-51. Transformation de Laplace. Nous étudierons dans la suite 
le cas spécial d'équations de Volterra où le noyau XÆ (s, #) ne dépend 
que de la différence (s — t). Auparavant nous allons nous pencher 
sur une transformation intégrale étroitement liée à la transformation 
de Fourier: la transformation de Laplace. 

On rappelle que si une fonction f (x) définie sur l'intervalle 
— 00 <T æ <L + est continue, satisfait aux conditions de Dirichlet 
sur tout intervalle fini et qu’existe l'intégrale 


+00 


| lrde, (816) 


alors on appelle transformée de Fourier de f (x) la fonction 
+oo 


fi) = — k f (x) ei dx, | (317) 
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et l’on a la formule d’inversion (ou de réciprocité) suivante 
(t. II [VI-3-11): 


— co 


_ = | fi(œ) e-cxi da, (313) 





qui équivaut à la formule de Fourier, la dernière intégrale étant 
prise dans sa valeur principale, i.e. 


M 


1 xt 
TE Jim 1 fa (@) ei da. 


f()= 





Supposons que non seulement l'intégrale (316), mais aussi 
+00 
| e1f(a) 1 ds (319) 


— 


prenne une valeur finie pour —m << f << m. Ceci étant la fonction 
f1 (œ) est définie par la formule (317) aussi bien pour des à = à; + ai 
réels que complexes satisfaisant à la condition —m << a, << m, 
car 


f@)emi|=]|f(x)|e"%r, 


et par hypothèse cette intégrale a un sens pour —m < a&; << m. 
Dans la transformation de Laplace, la grandeur «& est remplacée 
par la grandeur imaginaire pure & — si et de plus, mais ceci n’est 
pas essentiel, le facteur multiplicatif (Y 21)! disparaît. 

Nous nous proposons maintenant d'examiner en détail la trans- 
formation de Laplace. On étudierait d’une façon analogue la trans- 
formation de Fourier (317). 

Supposons que dans l'intervalle (—o, +) la fonction œ (x) 
soit continue sauf aux points de discontinuité de première espèce, 
le nombre de ceux-ci étant fini dans tout domaine borné de l'inter- 
valle en question. Supposons d’autre part que cette fonction admette 
en chaque point une dérivée ou des dérivées à gauche et à droite: 
par dérivées à gauche et à droite aux points de discontinuité nous 
entendons les limites des rapports: 


pE—R)—pe—O) Ca AA 


ch 
pour k — +0. 
Supposons par ailleurs que l'intégrale 
+ 
Î exp (x) dx (320) 


— 00 


10—0727 
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est absolument convergente si © satisfait à l'inégalité 
a o<f, (321) 


où « et B sont des réels fixés susceptibles de prendre les valeurs 
(—o) ou (+). On précise qu’on peut appliquer à la fonction 
exp (x) l'égalité limite ordinaire pour l'intégrale de Dirichlet et la 
formule de Fourier (t. 11 [VI-3-1]). 
Soit la fonction de la variable complexe s = © + ti définie 
par l'égalité 
+ 00 


f(s) = | eo (x) dr. (322) 


— 0 


Sur le plan de la variable complexe s — o + ti l'inégalité (321) 
définit une bande parallèle à l’axe imaginaire, ou un demi-plan 
(si l’un des nombres «& ou $ est infini), ou même le plan tout entier. 
Soit un domaine B borné fini contenu à l’intérieur de la bande (321). 
Nous pouvons prendre à l’intérieur de (321) un point sy — O0 + Toë 
situé à gauche du domaine B, i.e. tel que pour tous les points s — 
= 6 + ti appartenant à B l’on ait l'inégalité o > o,, et le point 
S1 = 01 + Gi soit situé à droite de B. Donc pour tous les points s 
de B et pour tous les x réels nous avons les inégalités 


e*p(x)|<e-*]p(x)| pour x>0; 
nn (x)|<Le-%*]p(x)| pour x<0, 


Or par hypothèse les fonctions figurant dans les seconds membres 
de ces inégalités sont intégrables sur les intervalles (0, + œ) et 
(— co, 0). Il résulte donc que l'intégrale (322) est absolument et unifor- 
mément convergente en s dans le domaine B et, par conséquent, la 
fonction f(s) est une fonction régulière dans le domaine BP 
(t. III, (IT1-15)) ; le choix de B étant arbitraire, nous concluons que la 
fonction f (s) est régulière à l'intérieur de la bande (321). 

On va maintenant démontrer le théorème qui nous donnera 
l'expression de la fonction originale œ (x) en fonction de la trans- 
formée f (s). D’une façon générale la formule (322) est l'expression 
d'une transformation fonctionnelle de œ (x) jouissant des propriétés 
indiquées plus haut, une transformation dont le résultat est la 
fonction de la variable complexe }j (s), régulière dans la bande en 
question. 


Théorème 1. Sous les hypothèses faites relativement à à p(x) 
on a la formule d'inversion 
O—+ioo 
1 8 
PG)=- Î ef (s) ds, | (323) 


O— 100 
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où l'intégrale est prise dans sa valeur principale sur une droite quel- 
conque contenue dans la bande (321). 

Le produit e-% (x) satisfait aux hypothèses indiquées plus haut 
relativement à œ (x) et en particulier l'intégrale (320) est absolument 
convergente, donc on peut appliquer la formule de Fourier à la 
fonction e-°%* (x), ce qui donne 


+00 +00 


} 


& 9 (x) — _. | e-axi da | e(o-ai)to (£) dt — 
; = E 
1 


| e-axif (5 — ai) da. 


— CO 


21 


En remplaçant & par la nouvelle variable d'intégration s = © — ai, 
on obtient (323). 

La fonction j (s) définie à l’intérieur de la bande (321) à l’aide 
de la formule (322) a un comportement bien déterminé lorsque le 
point s s'éloigne indéfiniment vers le haut ou le bas en restant à 
l’intérieur de la bande, plus exactement, en se servant de la con- 
vergence absolue de l'intégrale on démontre aisément que dans toute 
bande J,, définie par l'inégalité & + e << © << B — € où € est un 
nombre positif donné, la fonction f (s) tend vers 0 lorsque le point s 
s'éloigne à l'infini. On pourrait au contraire se donner non pas la 
fonction œ (x), mais une fonction f (s) satisfaisant à certaines con- 
ditions à l’intérieur de la bande (321) et construire la fonction 
œ (x) avec la formule (323). Précisons nos hypothèses relativement à 
f (s). Nous supposons que la fonction j (s) est régulière à l’intérieur 
de (321). Supposons par ailleurs que pour toute bande J, il existe 
une fonctionc (p) définie pour p > 0, ne prenant que des valeurs po- 
sitives, satisfaisant à la condition © (p) — 0 lorsque p —+ , admet- 
tant une intégrale convergente 


, © 


| w (6) dp 


0 
et, enfin, telle que dans J, l’on ait 

IfOI<o(T) (s= 0 + ri). (324) 
L'on se propose de démontrer un théorème analogue au théorème 1. 


Théorème 2. Sous les hypothèses faites, la formule (323) est 
l'expression d'une fonction (x) définie sur l'axe réel tout entier, 
continue et indépendante du choix de ©. Ceci étant l'originale f (s) 
est définie en fcnction de la transformée @ (1) au moyen de la formu- 
le (322), l'intégrale étant prise dans sa valeur principale. 


10% 
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En posant s — © + ti dans le second membre de (323), on obtient 
e*° Te - | ; 
pa=S— | f (© + vi) erxi dr. (325) 


Quel que soit x, le module de l’intégrande n'est pas plus grand 
que la fonction © (p) laquelle admet une intégrale convergente et, 
par conséquent, l'intégrale de (325) converge 
absolument et uniformément eh zx. Nous 
remarquons donc que (x) est définie, quel 
que soit x réel, et qu'elle est continue 
(t. II [TIT-3-8). 

Prouvons maintenant que cette fonction 
ne dépend pas du choix de o. Considérons 
à l’intérieur de la bande (321) un rectangle 
ABCD quelconque délimité par les droites 
O — O1, O— 09, t — HT (fig. 1). En vertu 
du théorème de Cauchy, l'intégrale de la fonc- 

Fig. 1 tion f (s)e'* est nulle sur le contour de ce 
rectangle. Considérons la valeur de cette 
intégrale sur les côtés & — -ÆT parallèles 

à l'axe des réels. S'agissant du côté & — T, nous avons 
O1 
| f(o + iT) exo +iT do. (326) 


O2 


En vertu de (324) nous avons la majoration suivante: 





O1 
| D (+7) exoHin go | Len Hlo(T) (61 — 04), 
C2 
où k — 1 ou 2. De là suit que l'intégrale (326) tend vers 0 lorsque 
T — © puisque © (p) —0 lorsque p —>o. On oblient un résultat 
analogue en prenant l'intégrale sur le côté { = —T. En appliquant 
le théorème de Cauchy mentionné plus haut, l’on peut affirmer que 
l'intégrale de la fonction f (s) e"* prise sur la droite o = 0, de haut 
en bas est égale au signe près à l'intégrale prise sur la droite o.= 0, 
de bas en haut, ou que ces deux intégrales sont égales entre elles 
si elles sont prises toutes deux de bas en haut. Les droites o = 0; 
et o — 6, étant choisies arbitrairement, on peut affirmer que l’inté- 
grale de la fonction f (s) e** prise sur la droite o = 0, prend une 
même valeur, quelle que soit la droite comprise à l’intérieur de la 
bande, i.e. quelle que soit ©,, sous réserve qu'elle satisfasse à l'iné- 
galité a O TZ 6. 
Il nous reste à démontrer que f (s) s'exprime en fonction de (x) 
en vertu de la formule (322). En posant s = o — vi dans la for- 
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mule (323), on aura 


e*00 (x) = a f(O— ti) ei dr. 


Multiplions les deux membres par e*“ et intégrons par rapport à x 


de (— co) à (co). La formule de Fourier étant applicable à la fonc- 
tion f (o — ti) comme fonction de la variable réelle +, il vient 


ft — ui) Le exui dx oi f(6—ri)e-"*xidar, 


— 00 — 00 


| +c 
f(o—u= | pa)e-e-ux da, 


— 00 


ce qui n’est autre que la formule (322) puisque u est arbitraire. Les 
formules (322) et (323) sont des formules d'’inversion au sens indiqué 
dans les théorèmes 1 et 2. 

Montrons que si dans le théorème 2 la grandeur B — —+oo, i.e. 
si la fonction donnée j (s) est régulière dans le demi-plan 6 > & 
et y satisfait aux autres conditions, alors la fonction q (x) définie 
par la formule (323) s’annule pour x << 0. Remarquons que dans ce 
cas, en particulier, par hypothèse il doit exister dans le demi-plan 
Oo >a + e une fonction œ (p) jouissant des propriétés indiquées 
plus haut, quel que soit e positif. L’on se propose donc de prouver 
que (x) = 0 pour x << 0. En majorant l'intégrale et en lui appli- 
quant l'inégalité (324) on obtient 


g()I<ess+ | & (p) de. 
0 


Si x est un nombre négatif fixé, alors lorsque o —> +oo le second 
membre tend vers zéro et le premier ne dépend pas du choix de 0, 
d’où il résulte que œ (x) = 0 pour x << 0. Dans le cas présent la 
formule d’inversion de la transformation (323) au lieu de prendre 
la forme (322) s'écrira 


f(s) = | e-*Q (x) dx. (327) 
0 


Si au contraire l’on admet que œ (x) est donnée, alors la transfor- 
mation (322) est dite transformation complète ou bilatérale de Laplace 
et la transformation (327) transformation incomplète ou unilatérale. 
Cette dernière transformation est visiblement un cas particulier de 
la première dont elle se déduit si la fonction donnée œ (x) s’annule 
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pour les x négatifs. Dans le cas de la transformation unilatérale de 
Laplace il nous faut imposer à œ (x) la condition que l'intégrale 
(327) doit absolument converger dans un demi-plan © > «. Si B 
est un domaine borné fini quelconque situé à l’intérieur de ce demi- 
plan, nous pouvons prendre une droite o = 0, > «& qui soit située à 
l'intérieur du demi-plan mentionné et à gauche de B. Par hypothèse 
l'intégrale 


À e-c] p(a) | dx 
0 


est convergente et puisque la variable d'intégration x est positive, 
l’on a pour tous les s appartenant à B 


[ep (a) <e- | (x)|, 


i.e. l'intégrale (327) converge absolument et uniformément par rap- 
port à s pour tous les s appartenant à B et donne pour résultat la 
fonction f (s) régulière en B, i.e. régulière dans le demi-plan © > @. 

Les majorations précédentes entraînent immédiatement la pro- 
position suivante: si l’intégrale (327) converge absolument au point 
So = Co + Toi, elle converge absolument et uniformément dans le 
demi-plan 6 > 0,. Remarquons que les théorèmes énoncés plus 
haut peuvent se démontrer sous des hypothèses plus générales sur 
œ (4) et f (s). On désigne souvent les seconds membres des formules 
(327) et (312) par Z, () et L, (), soit: 


oo —+ 00 


L(p= |"; L(p= | e*p()dr. 
0 


— 00 


Les transformations ZL, (œ) et L, (@) sont linéaires, i.e. 
Li (cp) = Li (@); Li (cips + Capa) = CiLi (Q1) + Cali (P2); 


où c, et c, sont des constantes arbitraires et ; (x) des fonctions 
satisfaisant aux conditions mentionnées plus haut. Si l’on remplace 
la variable x par u — e* et l’on pose @ (x) — vw (u), alors les trans- 
formations (312) et (313) s'écrivent: 


oo O+ic 
16= (up; += | ut 
0 O — ioo 


En appliquant ces raisonnements à la transformation de Fourier 
(317), au lieu d'une bande verticale dans laquelle f (s) est une fonc- 
tion régulière, on obtiendrait une bande horizontale de régularité 
(une bande parallèle à l’axe réel) pour la fonction f, (œ) (4x = si). 
Pour le reste les résultats sont les mêmes au FAGTRNEA constant pré- 
cédant l'intégrale près. 
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I-52. Produit de convolution de fonctions. Soient ®, (x) et 2 (x) 
deux fonctions continues définies pour x > 0. On appelle produit 
de composition (ou de convolution) de ces deux. fonctions la fonction 
s (x) définie par l’égalité 


Ps (2) = Î qu (#) ql(x — 1) dt. 128) 


"Cette fonction, qui est définie pour x > 0, sera également conti- 
nue. En remplaçant { par la nouvelle variable d'intégration t — 
— x — t, nous pouvons écrire , (x) sous la forme 


x 


ps (a) = | qu (e— 7) qu (r) dr. (329) 
0 


Le produit de convolution de fonctions est ordinairement désigné 
par le symbole 


Ps — P1* Poe. 


De (328) et (329) il découle immédiatement que le produit de com- 
position est indépendant de l’ordre des fonctions, i.e. pi x ®;, —= 4 * Po. 
Cette opération re le nom de convolution des fonctions. 

Supposons que l’on puisse appliquer aux fonctions q, (x) et 
®@, (x) la transformation (327) qui est absolument convergente dans 
un certain demi-plan o > «. L'on se propose de montrer que s’agis- 
sant de œp,(x) la transformation (327) est également convergente 
dans le demi-plan en question et que l’on aura la formule suivante: 


Li (Qu + P2) = La (P1) La (Po) (330) 


i.e. à la convolution de fonctions px (x) correspond une simple multi- 
plication des fonctions transformées : 
fa (s) = À en (x) de. (331) 
0 
En vue de la démonstration composons le produit figurant dans le 
second membre de la formule (330): 


© Co 


| e"*"“p;(u) du | e”*’@pa (v) dv, (332) 
0 0 


les limites d'intégration étant désignées par v et v. Ce produit peut 
être mis sous la forme d’une intégrale double absolument conver- 
gente par rapport à la première coordonnée angulaire du plan (uw, v): 


CO C0 O0 O0 


Êettqu(u) du. | eu (0) do = À À eq (u) gs (v) du dv. 
0 0 


0 0 
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L'écriture du produit (332) sous forme d'’intégrale double résulte 
immédiatement de la convergence absolue des intégrales qui y 
figurent. Pour le vérifier il suffit d'effectuer l'intégration sur l’inter- 
valle fini (0, m), transformer ce produit en intégrale double, faire 
tendre ensuite m vers l'infini et se servir de la définition ordinaire 
de l'intégrale double impropre (t. II [III-3-9]). Introduisons les 
nouvelles variables d'intégration x — u + v et t — v. Nous sommes 
conduits à l'intégrale double absolument convergente 


| [| eqa (x—t) Q (1) dt dx, 


dont le domaine d'intégration sera désormais défini par les inégalités 
t>0et rx —1t>0 au lieu de u > 0 et v > 0 dans les anciennes 
coordonnées, i.e. dans le plan (é, x) le domaine d'intégration sera la 
région du premier quadrant située au-dessus de la bissectrice { — z. 
Moyennant deux RUBEAQUEES l'intégrale double s'écrit 


Î e #4; (u) du. [ e-%%pa (U) du = [ | Î qu (&—#) qu (#) dt | dx, 
0 0 0 


[=] 


ce qui démontre la formule (330). 
Relativement à la fonction , (x) nous avons la majoration 


| Ps @I< | [Pa (æ—#) |] Pa () | dé, 
0 


qui entraîne entre autres l'inégalité suivante 


Je-e [qu (e)| dr< | dx | 6-0] qu(e—2) 11 pe (0) 1 dt, 
0 0 0 
ou après la transformation de Dirichlet (t. II [TII-3-2]) 


fe ox | 4 (x) | dr Fimo e- cx| pi (x—t) | dr. 
0 


En remplaçant dans le second membre x par la nouvelle variable 
d'intégration t = zx — t, on obtient 


m m m-t 
Je-lptaldr< | e-t| qd. | e-]qu(r) dr, 
0 0 0 


et a fortiori 
m co 


| e%]|P3 (a 1d2< | e7%]Pe OI A e-%|pi(t)|dr, 
0 0 0 . 
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i.e. la convergence absolue des intégrales (332) dans le demi-plan 
o > «à entraîne celle absolue de la même intégrale relativement à 
3 (x). Notons que la réduction de l'intégrale double à deux quadra- 
tures par rapport à l’angle se démontre facilement par la méthode ordi- 
naire en considérant d’abord la région finie de l’angle qui est située 
au-dessus de la bissectrice { — x et ensuite par un passage à la limite. 
L’affirmation de la validité de la formule (330) porte le nom de 
théorème de convolution. 

D'une manière analogue en tout point à la précédente, on intro- 
duirait la notion de convolution de fonctions et l’on démontrerait le 
théorème de convolution pour la transformation bilatérale de Laplace, 
plus exactement on aurait la proposition suivante: si , (x) et 
®, (x) sont des fonctions continues dans l'intervalle infini (—co, +) 
et les intégrales Z, (@,) et Z, (+) absolument convergentes dans 
la bande à << o << $, alors l’intégrale 

+ oo 
Ps (x) = | P4 (É)Pa (x — à) dt 
l’est aussi quel que soit x réel. La transformée de Laplace de la 
fonction , (x) convergera absolument dans la bande en question 
et on aura la formule de convolution 


La; (Ps) = La (pa) Le (Pa). 


1-53. Equations de Volterra de t\pe srécial. Considérons les 
équations de Volterra de noyau dépendant uniquement de la diffé- 
rence (x — {): 

ax 


PH=f + TAG. (833) 
0 


Supposons que les fonctions continues f (x) et K (x) tendent vers 
0 lorsque x —> +oo et admettent la majoration 


HIS 4e; |KGI< Be, (334) 


où les constantes À et B => 0 et les constantes a et b = 0. Supposons 
que ÿ, et À, sont les bornes supérieures de | f (x) | et | À (x) | pour 
x > 0. En appliquant à (333) la méthode des approximations succes- 
sives [1-50], on obtient pour q(x),x >0, la majoration suivante 
Lo (x) I& fo eKo*, D'où il résulte visiblement qu’on peut appliquer la. 
transformation unilatérale de Laplace aux fonctions œ (x), f (x) 
et À (x) avec o >> max (a, b, K,) et nous obtenons les transformées: 


D) =ZLp); FS=L0); L(s) = ZL(K), (335) 


qui sont régulières dans le demi-plan o > K,. En appliquant aux 
deux membres de (333) la transformation unilatérale de Laplace et. 
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en se servant de la formule de convolution on aura 


Ds) = F(s) + L(s) ® (s), 
d'où 
3. PS) 
D (s) — LU (336) 
Nous avons vu plus haut que la fonction ® (s) doit être régulière 

dans le demi-plan o > X,. D'où il résulte en vertu de l'indépendance 
totale dés fonctions Z (s) et F (s) que le dénominateur de la fonction 
écrite ne doit pas posséder de racines dans le demi-plan mentionné. 
En appliquant la transformation de Laplace à la première des for- 
mules (335), on obtient 

O+ico 


p)=— | D(s)e ds (0> A). (337) 


O—i00 


Ainsi en définissant les fonctions F (s) et L (s) avec les formules 
(4335) et la fonction ® (s) avec (336) on obtient moyennant la for- 
mule (337) la solution de l'équation (333) sous une forme explicite. 
‘On remarquera que pour définir la fonction @ (x) dans l'intervalle 
fini (0, /) on se sert, en vertu de l'équation (333), uniquement des 
valeurs de f (x) et Æ (x) prises dans cet intervalle et l’on peut donc 
prolonger ces fonctions au-delà de l'intervalle en question par un 
procédé quelconque et, en particulier, de telle manière qu'elles 
satisfassent aux conditions indiquées plus haut. On peut même 
considérer qu’elles sont identiquement nulles pour des valeurs 
positives suffisamment grandes de x. 

.. Montrons que s'agissant de l'équation (333) tous les noyaux 
itérés ne dépendent que de la différence (x — t). Nous avons [1-50] 


Ka (x, = | K(z—t) K (ht) dés. 
t 


Remplaçons £, par la nouvelle variable d'intégration t = {, — ft: 
x—t 


K, (x, t)— | K(x—1t—+)K(r) dr, 
0 


ce qui implique immédiatement que K, (x, t) est une fonction de 
{x — t), ie. K,(x, t) = Ka(x — à). 

La démonstration est la même pour les noyaux suivants. En 
vertu de la formule (307) pour À — 1 on peut affirmer que la résol- 
vante de l'équation (333) dépendra uniquement de la différence 
mentionnée. Si l’on désigne cette résolvante par R (x — t), en se 
servant de la formule (309) on peut écrire la solution de l'équation 
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4333) sous là forme 


p(a)=f()+ | R(a—0 f (0 dt. (338) 
0 


En appliquant aux deux membres de l'équation ci-dessus la trans- 
formation de Laplace et en introduisant outre (335) la notation 
M (s) = La (R), | (339) 
on obtient 
D(s) = F(s) + M (s) F (s). 


En utilisant la formule (336), on peut exprimer M (s) en fonction 
de L (s) qui est connue: 


___ ÆL(s) 

M (s) = Lu): (340) 
et l'inversion de la formule (339) nous donne la résolvante R (x): 
O+100 
RG)=5— M (s) e** ds. (341) 

O—ico 


En portant R (x) dans la formule (338), on obtient la solution. 
Appliquons la méthode de résolution de l'équation (333) au 
système d'équations de Volterra du type 


? x 
Ga) =; (x) + D À Æn (0 qu (0 à (De a) 


k=1 0 


La transformation de Laplace appliquée aux deux membres donne 
À 
D;(s)=—F,; ()+ 2 Lin(s) Da(s) G=1, 2, ..., p). 


La résolution de ce système d'équations du premier degré donne 


®,; (s) et l’on retrouve la solution de notre système à l’aide des 
formules 


1 sx 
BG)=sr | D; (s) e* ds. 


g—ioo 


Notons que les conditions (334) imposées au noyau X (x) et au 
terme libre f (x) peuvent être sensiblement affaiblies. Il suffit en 
effet d'exiger qu'il existe une constante positive c telle que f (x) e<* 
et ÆX (x) e-°* soient majorées en module pour x > 0. Ceci étant les 
formules (337) et (341) seront valables, quel que soit o suffisamment 
grand. Pour le prouver il suffit en effet de multipl'er les deux mem- 
bres de (333) par e-‘* et d'introduire une nouvelle fonction inconnue 


456 CH. I. ÉQUATIONS INTÉGRALES 


1 (x) = p(x)e-*, le terme libre f, (x) = f (x) e* et le noyau 
K; (x) = K (x)er*. 

1-54. Equations de Volterra de première espèce. Jusqu'ici nous 
nous somines exclusivement occupés d'équations intégrales de deu- 
xième espèce. Nous allons voir que s'agissant d'équations de Volterra 
il est possible de transformer facilement une équation de première 
espèce en équation de deuxième espèce moyennant une certaine condi- 
tion supplémentaire. Soit l'équation de Volterra de première espèce: 


| Æ(e, D god = A) (342) 


a 


On remarquera que de la forme même de l'équation il découle que 
la fonction donnée f (x) doit vérifier la condition j (a) = 0. En dé- 
rivant |’ équation écrite par rapport à x et en divisant par Æ (x, *) 
on est conduit à l’équation de deuxième espèce: 


À f K,(x,t d 
po+| too re. (843) 


on suppose que f’ (x) est continue et Æ (x, x) = 0. Le cas général 
est étudié dans l’ouvrage de G. Munitz « Equations intégrales ». 

En tenant compte de la condition f (a) — 0, on passe facilement 
de l'équation (343) à l'équation (342), i.e. ces équations sont équi- 
valentes et, par conséquent, l'équation (342) admet une solution 
unique. Etudions maintenant l'équation de première espèce de noyau 


K (x, pee (0<ax<1), 


où H (x, t) est une fonction continue possédant une dérivée continue 
en x. L’équation d’Abel précédemment étudiée appartient à ce type 
d'équations. Soit donc l'équation intégrale 


[TE vOd=f(o, (844) 


1—x 
(x — 1 
sl ) 


où, comme dans l'équation d’Abel, la limite inférieure d'intégration 
est supposée nulle. En multipliant les deux membres de cette équa- 
tion par (2 — x) %, en intégrant par rapport à x dex—0àzr—2z 
et en se servant de la formule de Dirichlet (t. II [III-3-2}), on aboutit 
à l'équation intégrale 


f f F0 fr) ce 
9 a | er A rc Tr (845) 
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dont l'expression du noyau est 


Ki(z, D = | H (x, t) 


Ja (an 


Ce noyau n'est déjà plus un noyau singulier, ce qu’on vérifie par 
un changement des variables d'intégration; plus exactement en 
remplaçant x par la nouvelle variable d'intégration 6 d’après la 
formule 


z+t z—t 
L= + — cos 6, 








il vient 
x H 2+t. zg—t 


24 5,62 
K, (z, =) (1 + cos 0)! —% (1—cos 8)* 


cos 0, :) sin 0 








dB, (346) 


d’où il résulte, compte tenu de la continuité du noyau H (x, t) et 
de la convergence uniforme en z et t de l'intégrale écrite, que X, (z, t) 
est un noyau continu. En se servant des formules établies en théorie 
de la fonction (2) (t. III, [II1-16, 17]), on peut écrire 
e 
| (4 + cos 8)*"! (1 — cos 0) 7% sin 8 d0 — 
0 
et la formule (346) donne 


K\,(z, 2) =H 


sin rx ? 


ñ 
(3, 2) sin 74 ° 


Donc le nouveau noyau continu KX, (z, t) satisfera à la condition 
K, (z, 2) 0 si seulement la fonction Æ (x, t) y satisfait aussi, 
i.e. H (x, x) 0. De la formule (346) il découle immédiatement 
que À, (z, t) possède une dérivée continue en z s’il existe une dérivée 
continue A, (x, t). De la même manière, s'il existe une dérivée 
continue f’ (x), la formule 


. 1 j 
ho = far fente re ge 


1—@ 


entraîne immédiatement que le second membre de l’équation (345) 
possède une dérivée continue: 


fi@= | ar 
0 


Donc sous les hypothèses admises, l’équation (345) possède une 
solution œ (x). Il reste à montrer que cette fonction vérifie l'équation 
initiale (344). Portons ç (x) dans l'équation initiale et composons 
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la différence 


H (x, ?) 


“@=ft— | 


0 


En multipliant les deux membres par (z — x), en intégrant 
par rapport à x entre 0 et z et en se servant de la formule de Dirichlet. 
(t. IL [111-3-2)), on obtient en vertu de (344) 


z 


| 2 dx = 0. 


(—2)® 


En multipliant les deux membres par (u — z)%-1, en intégrant 
par rapport à z de z = 0 à z = u et en intervertissant l’ordre d’inté- 
_ gration, on obtient, quel que soit u: 


d’où il découle immédiatement que o (x) = 0. 

Supposons maintenant que la fonction K (x, t) qui figure dans 
l'équation (342) dépende uniquement de la différence (x — t), i.e. 
soit l’équation intégrale de première espèce 


} 
x 


| K(x—1) pt) dt= f(x). (347) 


0 


Multipliant les deux membres par e-**, intégrant en x de O0 à œ 
et introduisant la transformation unilatérale de Laplace pour les 
fonctions données f (x) et X (x) et la fonction cherchée (x): 


7 P(=lL(g); F(—=L0); L(s)=L(K), (348) 


on obtient en vertu du théorème de convolution 
L(s)®(s) = F (s). (349) 


Nous considérons que le noyau K (x, t) satisfait à la condition pré- 
cédemment mentionnée K (x, x) 0 et qui se traduit ici par X (0)0. 
Ceci nous garantit l'existence de la solution de l'équation (347). D'au- 
tre part, comme précédemment nous pouvons supposer que j (x) et 
K (x) s’annulent pour des grandes valeurs positives de z. Puisque 
f (x) est arbitraire, l’on voit comme dans [1-53] que ZL (s) ne doit 
pas s’annuler pour les valeurs de s à partie réelle suffisamment grande. 
La formule (349) nous donne ® (s) et nous obtenons la solution de 
l'équation (347) sous sa forme finie en appliquant la formule d’in- 
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version à la première des équations (348) : 
O—+ioo 
pO= | e#@ (s) ds. (350) 
O—i00 
La méthode indiquée plus haut s’applique également à l'équa- 
tion (344) si H (x, t) dépend uniquement de la différence (x — t). 
On vérifie sans peine la validité de la transformation de Laplace et 
du théorème de convolution lorsque 0 < «x < 1. 


1-55. Excmples. 1. Considérons l'équation 


pH=r + | e-9v0 a. (351) 
0 
Nous avons ici K (x) = x et 
L (s)— | sr, 
) 


la partie réelle de s étant supposée positive. La formule (340) donne 





M (s)= 


st— 1 ? 
et en vertu de l'équation (351) la résolvante est définie par l'égalité : 
O+ i00 


(| esx 
R(G)=5— | y G&>0) (852) 
O — ico 


où © est un nombre réel arbitraire suffisamment grand. 

Considérons cette intégrale le long du contour fermé du plan s = © “- ti 
qui est constitué du segment de droite 6 = 0,9, où 0, > 1, et du demi-cercle 
situé à gauche de cette droite et centré au point d’intersection de celle-ci avec 
l'axe réel. En substituant s — 6, = is, dans l'intégrale (352) on obtient dans 
le plan de la variable s, un contour d'intégration constitué d’un segment de 
l’axe réel ct d'un demi-cercle centré à l’origine. En utilisant par exemple, 
le lemme de Jordan (t. 111, [111-5]}) et le fait que x > 0 on s’assure que l’inté- 
grale prise le long du demi-cercle tend vers 0 lorsque le rayon de celui-ci tend 
vers l'infini, d'où il résulte aussitôt que pour © > 1 l'intégrale (352) est égale 
à la somme des résidus de l’intégrande aux points s = +1, i.e. 


RO=TE —e) 
et la solution de l'équation (351) en vertu de (338) peut s’écrire sous la forme 
LA x 
po=tttge |et(ates (escar 


0 0 
2. S'agissant de l'équation | 


per e+(eipéa (53 
0 
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aous avons À (x) —ex. Donc 


Co 








L (= | et-oxde— 1 
0 
d'où. 
O—+ioo 
AT Re | en 
nb — Zu En 
G—ico0 


En utilisant comme dans l'exemple précédent le théorème des résidus, on 
obtient 
R (x) —= ex, 


et l'équation (353) admet pour solution 


pU)=f (ter |e-2tf (9) dt. 


Sn, 


3. Dans (t. IIL [VI 2101) nous avons vu la formule suivante qui fait inter- 
venir la fonction de Bessel J, (x) 


© 





{ 
ER] (K) dk = — , 
DE TT 
d'où il résulte 
C 1 
À e SX] 0 (x) di = ———. (354) 
J Vi+s 


Prenant en considération la majoration asymptotique des fonctions de Bessel 
(t. [112 [VI-2-11] on affirme que la formule (354) est valable si la partie réelle 
de s est positive. 
Soit l'équation intégrale 
x 


@=1 (+ | Jote—0 pt dt. (855) 
0 
Nous avons K (x) = ÀJ, (x) et en vertu de (354) 








L (s) = et M(s)= 


À 
Virs VIH A : 
si bien que la résolvante est définie par la formule 
À O+ioo 
RE À à 
de 2ni _ Viri-r 
g—100 
ou 
O—+ioo O+ ico 
À VIFS À 
RG)= ST | 1e oo | 1=U+S 


OG—i00 O—io 
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La deuxième de ces intégrales peut être calculée comme précédemment à 
l’aide du théorème des résidus. On se propose de transformer la première inté- 
grale. On démontre, en suivant la même marche que pour (354), la formule 
suivante pour » entier positif 


es _OTFe-0)" 
| Jn (x) dx — VE 


et en intégrant par rapport à a de s à +: 


00 
| sx Jn (2) airs) Vt+si—s)" . 
HA n 
() 
D'un autre côté le théorème des résidus donne 


O+ 100 


{ 1 1 5 3% 
Ont | TN FT (V1 x). 


O — io 





Nous pouvons donc écrire 


En vertu du théorème de convolution [I-52], on a 


L, (59 (V1—7 x) , 14 ) _ Virs-s 
( VI x }  1—M+s ? 
et on obtient donc pour l'intégrale figurant dans R (x) 


O+i00 a x 
1 [ Ver: LA | 
2ri ue 1— 246? Vi | 


La résolvante de l’équation (355) aura finalement pour expression 





sin [V1—%(x—t)] 10 dt. 


V1=7 


R 7 URSS | sin [V/1—% CITE 
0 





+ A cos(V/1—72 CRT == 0 sin (V1—%7x). 


4. Soit l'équation de première espèce : 


| e*-tp (t) dt =x. (356) 
0 


La transformation unilatérale de Laplace appliquée aux deux membres de 
cette équation donne 


Ds À . s—1 
Re si 1.e. D (s) = & : 





11—0727 
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et 
; O+ 100 : 
S— 
Pa=S | re ds—1—2. 
G—ico 
5. Considérons l’équation : 
x 
Î Jo(x—t)œ(t) dt =sin x. (357) 
Puisque 
1 : 1 
Li [To Me et Li (sin PRET ; (358) 
on déduit 
1 1 1 
—— P = i.e. D Re 
7 07 = 
d’où | 
| 1 ce —. : 
t)=- —————— ds, 
P ani avis Vs+1 


ou en vertu de la première des formules (358) 
p (x) = Jo (x), 
i. e. en portant cette solution dans l'équation (357) on obtient la formule 
x 
| Jo(z—t) Jo(t) dt sin x. 
0 
6. Considérons encore un noyau qui prend une valeur infinie lorsque t = x 


o G)= nf T7 pdt (C<a<t), 


et composons la résolvante qui 7 correspond sans nous soucier de la validité 
de la méthode indiquée plus haut dans le cas singulier présent. 


Calculons ZL (s) et M (s): 





L(=1 | — dæ= AT (—a)s*"!, 
0 
œ—1 
ME" | 


A— AT (— a) s%7 1 
La résolvante aura pour expression 
O+ i00 


AT (— a) 5%"! 
R (x | x ds (x 0), 
RTS io 1—M(i—a) sue 


où © est un nombre positif suffisamment grand. 
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Développons en série 


AT (—@) sa" 1 


_ l'on n(œ-—1) 
name 2 UP 


n=1 


tout se ramène au calcul de l'intégrale : 
O+ico 
esxs Ma 1) qs, 


2Ti 
O—100 


En posant sx — T, en modifiant en conséquence le contour d'intégration 
et en vertu de la formule (154) (t. III, [II1-19]), on obtient 


O+i00 
1-a)-1 
_17 | esxs Ua — 1) ds — Nr. 
O—i00 


d’où 


LL Q ATH) zt 7-0" 
SO ing 2° Cr 


I-56. Equations intégrales immergées. Nous nous sommes servi 
de la notion ordinaire d’intégrale pour exposer la théorie des équa- 
tions intégrales à noyaux continus. On pourrait reprendre tout ou 
partie de cette théorie en adoptant une autre notion de l'intégrale. 
Nous avons déjà mentionné qu’il était possible de construire la 
théorie des équations intégrales à partir de l’intégrale de Lebesgue. 
L'essentiel est que l'intégrale considérée jouisse de toutes les proprié- 
tés qui nous ont servi à l'élaboration de la théorie. Dans le présent 
paragraphe nous allons indiquer une nouvelle notion d'’intégrale et 
reprendre pour elle la théorie des équations développée au début du 
présent chapitre. Les résultats qui suivent sont dus à Knezer. 

Nous nous limiterons au cas le plus simple. Soient f (x) une fonction 
continue dans l'intervalle fini [a, b], x, (p = 1, 2, ..., m) des 
points fixés dans cet intervalle et a, des nombres positifs. Définissons 
l'intégrale de f (x) sur l'intervalle [a, b] comme la somme de l’inté- 
grale ordinaire et des produits des valeurs prises par la fonction 
f (x) aux points x — x, par les nombres a,. Pour distinguer cette 
intégrale de l'intégrale ordinaire nous la coifferons d’une barre. 
L'on a donc par définition 


b b m 
À so de= À f(0 de + anf (ap) (359) 
a a p=1 

11* 
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Les propriétés ordinaires de l'intégrale sont immédiates: 


b b 
+ hadr= | fi (@) de+ | fat de; 


Sr GI 


D'autre part on peut permuter l’ordre d'intégration dans une 
intégration successive sur l'intervalle [a, b], i.e. 


5 Le 
Ï 1] F(s, t) 1] M) È F(s,t) ds | dt. 


En effet, en se servant de la définition (359) on ramène sans dif- 
ficultés les deux membres de cette égalité à la forme 


b b m b m 
fire, 5 dsdt+ Y Ître, 2p)+ Fan Dds+ D F(xp To). 
a «à p=i a D, g=1 


Jusqu'ici nous n’avons pas utilisé le fait que les coefficients a, 
étaient positifs. Ceci aura son importance dans la propriété suivante. 
Si f(x) > 0, alors l'intégrale (359) n'est pas négative et elle ne 
s’annule que si f (x) = 0. La même propriété est possédée par l’inté- 
grale double. D'où il résulte, comme toujours, que l'inégalité de 
Bouniakovsky-Schwarz est valable pour cette nouvelle notion d’in- 
tégrale. Si | f (x) | & m, il existe une constante positive k telle que 
l'on a 


<km. 





b 
| r@ dx 





Pour a, > 0 nous pouvons visiblement considérer que # = (b — a) -+ 
a ... + Gp. 

a Ua propriété entraîne que l'on peut (t. I ÎIV-1-9]) inté- 

grer terme à terme toute série uniformément convergente. On ré- 

péterait point par point la théorie des équations intégrales à noyau 

continu avec cette nouvelle notion d’intégrale. Si K (4, s) = K (s, t), 

on a visiblement 


R es ©'i 


K(s,t)œq{t)dt— | K (t, s)œ(#) dt. 
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L'équation intégrale 


(= f(s) LA | K(s, d p(t) dt (360) 


Q ©] 


équivaut de toute évidence à l’équation (l'intégrale est prise ici 
dans son sens ordinaire) : 
b m 
p(s)=f(s) + | K (s,t) p(é) dt + AS apX (S, Xp) P (Xp). (361) 


a p=1 


Les valeurs caractéristiques et les fonctions propres se déduisent 
comme toujours à partir de l’équation homogène: 


p(s)=À | K(s, t)p(t) dé. 


RQ ur) O1 


Dans le cas d’un noyau symétrique les fonctions propres peuvent 
être considérées comme orthogonales : 


b 
| @1(s) P2 (8) ds = 0, 


ou 
b m 
(Qt as+ S apoier) Ve) = 0. 
‘ p=i 


Le théorème de Hilbert-Schmidt et celui de Mercer restent naturelle- 
ment valables. Les équations de la forme (360) sont dites équations 
intégrales immergées. 

Etudions un exemple. Prenons un noyau symétrique X (s, t) égal à s pour 
s<tet à t pour s > t, l'intervalle principal étant [0, 1]. Supposons que dans 
la formule (359) m — 1 et que le seul terme supplémentaire considéré dans le 
second membre le sera pour x = 1, i.e. 


b b 
| #60 ae | f@)d+aftl) (@>0) 


L'équation homogène 
1 


g6= | (6, 2 p(0 à 
Û 
peut être mise sous la forme 


s 1 
p(s)=À | tœ (t) dt + hs | p (t) dd + Asa (1). (362) 
0 s 
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Différentiant par rapport à s, on obtient 
1 
g'()=A | (0 d+hag (0. (363) 


8 
Une nouvelle différentiation nous conduit à l'équation 
p" (s) + Ag (s) = 0. (364) 


De (362) et (363) découlent les deux conditions aux limites suivantes: 
(0) = O et ®p’ (1) = Aap (1). Inversement, on voit aisément que la solution 
de l'équation (364) qui vérifie les conditions indiquées est solution de l’équa- 
tion intégrale (362). Si a — 0 on obtient une équation intégrale ordinaire et 
les conditions aux limites @ (0) — æ’ (1) = 0 ne contiennent pas le paramètre À. 
En posant À — u?, on a en vertu de la première des conditions aux limites: 
g.() — C'sin us, et la deuxième condition nous donne une équation pour la 
étermination de u, en l’occurrence: cos u = au sin pu. 


Des équations d’une forme plus générale ont été étudiées par 
Lichtenstein !). 

Soient B un domaine quelconque d’un plan et / son contour. Lich- 
tenstein a étudié des équations de la forme 


PO)+A | Î ALU, N)e UN) don à | KM, N) p(M)dsx + 
B l 


m 
+X D Ks(M, Pr) @(Pr)=f(M), (365) 

k=—1 
où P, sont des points fixés appartenant au domaine fermé B. Cette 
équation peut se mettre sous une forme ordinaire si l’on introduit 
un nouveau noyau et une nouvelle différentielle: supposons que M 
appartienne au domaine fermé B et que N soit distinct des points P;. 
Posons 


K, (M, N) si N est à l’intérieur de B, 
K;: (M, N) si N est sur !, 
don dans B, 
dox = | dsx sur li, 


KM, N=| 


et supposons que 
K (M, N) = K;,(M, P;) et dox = 1, 


si V coïncide avec P,. L’équation (365) s'écrit alors 


P(M)+à | K(M, Ne (N) dax = f (M), 
B+1 


*) Studia Mathematika, t. III, 1931. 
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et l’on peut répéter toute la théorie de Fredholm. Notons simplement 
que la solution de l’équation adjointe 


VOM)+2 | K(N, M)b(N)dox=f(M) 
B+1 


pour j (M) continue présentera d’une façon générale une discontinui- 
té au passage sur le contour / et aux points P,. Ceci vaut également 
pour les solutions de l’équation homogène adjointe. 

Les résultats précédents sont valables dans un espace à trois 
dimensions. On trouvera une autre méthode d’étude des équations 
intégrales immergées dans l'ouvrage de N. Gunter !). 

1-57. Equations intégrales de première espèce à noyau de Cauchy. 
On se propose maintenant d'étudier certaines équations intégrales 
simples dans le cas unidimensionnel, l’intégrale étant prise dans sa 
valeur principale (t. III: [1-26]). Nous utiliserons pour cela les résul- 
tats obtenus précédemment sur la valeur principale de l’intégrale et sur 
les intégrales de Cauchy (t. IIT, [1-26-27-28]). Les bases de la théorie 
de ces équations intégrales singulières sont données dans les travaux 
de Poincaré et de Hilbert. Cette théorie a été largement développée 
dans les travaux des mathématiciens soviétiques. On en trouvera 
un exposé systématique pour le cas unidimensionnel dans le livre 
de N. Mouskhélichvili « Equations intégrales singulières » (Moscou, 
1968, en russe) et dans l’ouvrage de N. Vékoua « Systèmes d'équations 
intégrales singulières et quelques problèmes aux limites » (Moscou, 
1972, en russe). Dans le cas multidimensionnel la théorie des équa- 
tions intégrales singulières est exposée dans le livre de S. Mikhline 
« Intégrales singulières multidimensionnelles et équations intégra- 
les » (1962). 

Dans la suite par contour lisse nous entendrons un contour défini 
par les équations: x = x (s) et y = y (s), où s est la longueur d’arc 
et les fonctions x (s) et y (s) des fonctions possédant des dérivées 
continues jusqu’au deuxième ordre. 

Commençons notre étude par l'équation intégrale de première 
espèce à noyau de Cauchy: 


Sa, (366) 
L 


ti T—£ 





où L est un contour fermé lisse, f (£) une fonction lipchitzienne dé- 
finie sur Z. : 

Relativement à la fonction inconnue « (rt) nous supposerons 
qu’elle est lipchitzienne. 


*) Studia Mathematika, t. 1V,'1932. 
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Nous avons établi la formule (t. III, [I-29]): 


sa Voleur] deze (367) 


2Tti 
L 


d’où il découle immédiatement Fe la fonction 


© (T) — jte À de (368) 


vérifie l’équation (366). Il est aisé de voir que cette équation admet 
une UC EE unique. En effet, multipliant les deux membres de (366) 


par L —. et, intégrant en Ë en vertu de (367) nous obtenons (368). 


Bref, les formules (367) et (368) découlent l’une de l’autre en vertu 
de (367). On remarquera que de (368) il résulte immédiatement que 
& (tr) est une fonction lipchitzienne si f (£) l’est (t. III, [I-27]). 

1-58. Problèmes aux limites pour les fonctions analytiques. Avant 
de passer à la résolution des équations intégrales à noyau de Cauchy 
on se propose d'étudier quelques problèmes aux limites pour les 
fonctions analytiques. Pour cela il nous faudra introduire une nouvel- 
le notion et démontrer un théorème auxiliaire. 

Soit une fonction quelconque f (z) régulière au voisinage de 
z — co. On dit qu’elle est d'ordre fini à l'infini si au voisinage de 
z — elle admet le développement suivant 


=" (a+ ++...) (0), (369) 


le nombre entier m (qui peut être positif, négatif ou nul) est appelé 
ordre de f (z) à l'infini. Si m < 0, alors f (z) est régulière au point 
Z = oo, si par contre m >> 0, alors z = œ est un pôle de f (z). Pour 
m0 on à f (oo) = 0. 


Théorème. Si f(z) est régulière dans le plan z tout entier et 
est d'ordre fini à l'infini, elle se présente alors sous forme d'un polynôme. 


Dans le cas présent le développement (369) a lieu dans le plan z 
tout entier. Ce développement ne doit pas contenir de puissances 
négatives de z, car au point z = 0 la fonction j (2) doit être régulière. 
Donc lorsque m >> 0 la fonction f (z) sera un polynôme et pour m — 0 
une constante (i.e. un polynôme de degré nul). Il n’est pas exclu 
que cette constante soit nulle. Une fonction identiquement nulle 
est également d’ordre fini à l’infini. Cet ordre est nul comme pour 
le cas d’une constante non nulle. Le théorème démontré généralise 
en somme le théorème de Liouville (t. III, [1-9]). 

Soit Z un contour fermé lisse. On se propose de résoudre les trois 
problèmes aux limites suivants: 
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Problème 1. Trouver une fonction q* (z) régulière dans L 
et une fonction @- (z) régulière en dehors de L, d'ordre fini à l'infini, 
telles qu'elles soient continues jusqu’à L et qu’elles vérifient sur L 
la relation: 





p(n—-vp (t)=f(Ty (TEL), (370} 
où f (t) est une fonction complexe lipchitzienne définie sur L. 
L'expression 
1 
Po (= 5 À dr (871) 


définit la fonction @ (z) régulière à l’intérieur de L et ,; (2) régulière 
en dehors de ZL et nulle à l'infini. D’après la formule pour les valeurs. 
limites de l’intégrale de Cauchy (t. III, [1-2-9]) 


1 
os io+ [LÉ 4, 
L 


ge f(0+ | LS 4, 


L 


(372) 





nous voyons que 6 (t) et œ5 (t) vérifient l'expression (370), i.e. 
la formule (371) donne la solution du problème 1. On voit aisément 
que 5 (t) et po (t) sont des fonctions lipchitziennes (t. III, [1-27]). 
Il est évident que 
1 
= | 1 + P(2, (373) 


2ni T—Z 





où P (z) est un polynôme arbitraire, donne la solution du problème 1, 
p* (t) et = (t) étant des fonctions lipchitziennes. 

Montrons que cette formule donne également toutes les solutions 
du problème 1. Soit @*(z) et @- (z) une solution quelconque du 
problème 1. De (370) et de la même expression de ®, (z) il résulte 


p* (t) — pô (7) = pr — p (7) (TEL), 
i.e. les différences 
p* (2) — pô (2); op (2) — po (2) 

prennent les mêmes valeurs sur L et définissent par là même une 
fonction régulière sur le plan tout entier (t. III, [I-24]) et d'ordre: 
fini à l'infini. En vertu du théorème démontré les différences en 
question sont égales à un même polynôme P (z), d’où l’on déduit 
la formule (373). 

Avec la condition @- (œ) = 0, il faut poser P (z) = 0 dans la 
formule (373). Formulons maintenant le deuxième problème qui a 
été étudié pour la première fois par Hilbert. Dans la suite l’on sup- 
posera que le point z — 0 est à l’intérieur de L.' 
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Problème 2 (problème homogène de Hil- 
bert). Sous les hypothèses précédentes trouver œ* (z) et @" (2) telles 
qu’au lieu de (370) soit remplie la condition 


pi =g(tp (tt) (TEL), (374) 
où g (Tt) est une fonction complexe lipchitzienne non nulle donnée sur L. 


Soit k un entier égal au rapport à 2x de l’accroissement de l’ar- 
gument de g (rt) lorsque le point t parcourt le contour L: 


k= 2 [arg g (DL. (375) 


L’argument de la fonction: 
go (T) = T'Ég (1) (376) 


ne subit pas d’accroissement lorsque t parcourt ZL et lg g, (x) est 
une fonction continue sur L. Fixons une valeur quelconque du loga- 
rithme. 

On montre aisément que lg g, (t), de même que g, (xt), est une 
fonction lipchitzienne. Nous ne nous attarderons pas là-dessus. 
Composons la fonction 


Vo (z) = ew 0, (377) 
où 
(= | HR gr. (378) 
L 


Ces formules définissent des fonctions distinctes, qui, en général, 
sont régulières pour les z contenus dans et en dehors de L: 


pt (2) = 68 ©, 4 (2) = 6% © ; (379) 


en utilisant les formules (372) relatives aux valeurs limites de l’in- 
tégrale de Cauchy on vérifie immédiatement que les fonctions (379) 
vérifient sur Z la relation: 


Po (t) = go (T) Vo (x). (380) 


Introduisons les nouvelles fonctions régulières dans et en dehors 
de L: 
p)= bi (); op (2) = 2" *b (2). (381) 
Compte tenu de (376) et (380) l’on voit que 6 (z) et p5 (z) sont 
solutions du problème homogène de Hilbert. De (378) et (379) il 
résulte que &) (oo) — 0 et, (oo) — 1 et en vertu de (381) on affirme 
que l’ordre de ®5 (z) à l'infini est égal à (—k). 
Soulignons encore que 6 (z) ne s’annule en aucun point alors 
que 5 (z) peut s’annuler pour z — oc. Si P (z) est un polynôme 
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quelconque, alors les fonctions 
D*(z) = P (2) 6 (z); YpT (2) = P (2) po (2) (382) 


sont également solution du problème homogène de Hilbert. Si P (z) 
est de degré m, alors l’ordre de @5 à l’infini est égal à (m — k). 
Ceci étant les fonctions @* (rt) et = (t) sont lipchitziennes comme 
dans le problème f. 

Montrons encore que les formules (382) donnent toutes les solu- 
tions du problème posé. Soient en effet o* (z) et @- (z) une solution 
quelconque du problème posé. Les rapports 


p*(2 op) 

pô (4) * qu (2) ee) 
sont réguliers respectivement dans et en dehors de Z. Le deuxième 
d’entre eux est d’ordre fini à l’infini. De plus ils coïncident sur Z. 
Ces rapports définissent donc une fonction régulière dans le plan 
tout entier et d’ordre fini à l’infini : en vertu du théorème démontré 
plus haut cette fonction est un polynôme, ce qui entraîne les formu- 
les (382) relativement à * (z) et = (z). 


Problème 3 (problème non homogène de 
Hilbert). Sous les hypothèses précédentes déterminer œ* (2) et 
7 (z) telles qu'au lieu de (374) soit vérifiée la condition 


pi) =g(p (tm +f(t) (TEL), (384) 


où g (t)et f (x) sont des fonctions lipchitziennes données sur L et g (1) 


Soient 6 (z) et @5 (z) la solution non nulle du problème 2. La 
relation (374) entraîne g (rt) — œô (t): po (t); en portant g (x) 
dans (384), on écrit cette condition sous la forme 


p*(t)  p7(T) f (r) 


pot) pot)  qé() ? 





i.e. nous retrouvons le premier problème relativement au rapport 
œ (z)/po (2), d’où l’on a en vertu de (373) 


(a) __ 1 f (x) 
Po(z)  2ni pé (7) ( —2) dt+ P (2), 





où P (z) est un polynôme quelconque, et, finalement, 


p (=D (TD ar + P () po). (385) 


2ni pé (T) (T—2 
L 





Au lieu de ®, (z) nous devons prendre 6 (z) à l’intérieur de Z 
et œo (z) à l'extérieur. La formule (385) nous donne l’expression de 
la solution générale du problème 3. [Les fonctions 6 (z) et œ5 (2) 
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sont définies par la formule (381) et le nombre k par la formule (375). 
Le premier terme du second membre est d’ordre (—k — 4) à l'infini 
et le second d’ordre (m — k), m désignant le degré du polynôme 
P (z). Comme dans les problèmes précédents les fonctions œ* (xt) 
et @ (t) sont lipchitziennes. 

On se propose maintenant d'étudier les solutions du problème 3 
qui s’annulent à l'infini. Autrement dit, l’on cherche des solutions 
d’ordre négatif à l’infini. Trois cas peuvent se présenter: k > 0, 
k — 0, k<0. Si k => 0, le premier terme du second membre de 
(385) est d'ordre négatif à l’infini, quant au second, il sera d'ordre 
négatif si et seulement si m< k, i.e. pour k => 0 la formule (385) 
est l’expression générale des solutions du problème 3 qui s’annulent à 
l'infini si P (z) est un polynôme de degré inférieur à k. Dans ce 
cas le problème 3 admet une infinité de solutions nulles à l’infini. 
La solution générale contient k constantes arbitraires [les coefficients 
de P (z)l. 

Si k — O0 le premier terme sera comme précédemment d'ordre 
négatif à l'infini, alors que dans le second il faudra prendre P (z) = 0. 
Le problème 3 admet de toute évidence une solution unique. Si 
k << 0, compte tenu de ce qui a été dit plus haut sur l’ordre des termes 
du second membre de la formule (385), il est aisé de voir qu’il faut 
prendre P (z) = 0 et qu’en outre le premier terme ne doit pas contenir 











de termes en z#1,3k2,,,.,, 20, i.e. le développement de l'intégrale 
PCR 5 f (x) z? ( sf(r) 
2ni n [ques 1qé (t) (T —2) AT | qé (t) Ho | pé (T) LES 


qui a lieu pour |z | suffisamment grand ne doit pas contenir de 
termes en z 1, z?, ..., z*. L'on est ainsi conduit aux conditions 
suivantes qui sont nécessaires et suffisantes pour que le problème 3 
admette une solution nulle à l’infini: 


Téf (rt) _ = 
a dt= 0 (8=0, 4, ..., k—1). (286) 





Si ces conditions sont réalisées, le problème 3 admet une solution 
unique, nulle à l'infini et définie par la formule (385), P (z) étant 
identiquement nul. 

1-59. Equations intégrales de deuxième espèce à noyau de Cauchy. 
Soit l’équation 


A0 ®+ À | 2 a; (387) 
I. 


où À (Ë), B (£) et f (£) sont des fonctions lipchitziennes définies sur 
L ‘et telles que 


A +B(E)ZÆ0 et AË —-BEÉZÆ0 EEL). 
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On cherche la solution œ (£) dans les fonctions lipchitziennes. 
Soit la fonction 


4 
DO | 0 gr. (388) 
Compte tenu des notations précédentes, les formules (372) entraînent 
p (&) = D*(E) — Dr (#), (389) 
À 
7-0 +8 @. (390) 
L 


Portant (389) et (390) dans (387), on obtient 
[A (8) + B (6) + (8) — [A (6) — B ()1D- (5 =7(9 (391) 


ou 


" A(Ë)—2B() p- f (©) 
VOTE ? O+39+55 Le 
i.e. D (z) est une solution du problème 3 nulle pour z — oo. Suppo- 
sons inversement qu’il existe une telle ® (z). En définissant  (£) 
au moyen de la formule (389), nous aurons pour déterminer ® (z) 
la formule (388) [I-58] qui entraîne (390). En déduisant D+ (£) et 
D-(E) de (389) et (390) et en portant leurs expressions dans (392), 
on obtient (387). Donc la solution de l'équation (386) est équivalente 
à celle du problème 3 sous la condition aux limites (392). On définira 
en outre  (£) au moyen de la formule (389). Il ne nous reste mainte- 
nant qu’à nous servir des résultats du [1-58] pour résoudre entière- 
ment le problème posé. En vertu des formules (375) introduisons le 
nombre entier 
1 A (6) —B (6) 
here rl 
que l’on appelle indice de l'équation (391). 
Supposons que D, (z) soit la solution du problème 2, différente 
de zéro, que nous avons construite dans [1-58] sous réserve que 
+ AË)—B(® p- 
PO-36+r6 7 @. 
Trois cas peuvent se présenter : 
4) &k > 0. Nous avons ici 
Do (2) f (x) 
PAIE pee AGE FO 00 = 07 À Pau () De (e), (893) 
où P,-, (z) est un polynôme quelconque de degré (k — 1). 
k — 0. On tire la solution de (393) avec P,-, (z) = 0, ï.e, 


_ Do(z) f (x) 
DG=— HO FO Got (25%) 
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3) k << 0. Pour que le problème 3 admette une solution, il faut 
et il suffitique soient remplies les conditions: 


tsf (rt) 
Aro rod =0 (6—0,1,...,—k—1). (305) 
Si ces conditions sont réalisées, l'expression de la solution est donnée 
par la formule (394). 

En se servant des formules (385) et (389), on peut désormais obte- 
nir la solution  (£) de l’équation (387). Il faudra pour cela utiliser 
la formule du saut de l’intégrale de Cauchy. L’on a donc pour 4 > 0 


Oo em/O+ 


| 214(E)+2 (6) D 
DS (E)— O5 (E) f (r) ” à 
+ 2ni ÿ ] [A (T)+B (T)] Di (t) (Tr —E) dt + [DS (Ë) —D5 (E)] P;- (E)s 


où P;,-, (2) = 0 pour k = 0. Lorsque k << 0, si les conditions (395) 
sont remplies, on obtient le même résultat, mais avec P*#1 (£) = 0. 
Ceci entraîne immédiatement que l’équation homogène 


ADP +R | 2 ar =0 (396) 
L 


pour k > 0 admet la solution générale 
p CE) = [D (6) — D5 (8) Pau (6), (397) 


et pour 4 < 0 seulement la solution triviale. La formule (397) nous 
fournit 4 solutions linéairement indépendantes de l'équation (396) : 


o (E) = [Dé (E) — Di (EE (6—0,1,2,..., k —1). 


Récapitulons, pour k > 0 l’équation non homogène (387) est 
soluble quel que soit f (£) et l'équation homogène (396) admet # 
solutions linéairement indépendantes. Lorsque 4 — 0, l’équation 
(387) est soluble quel que soit f (£) et admet une solution unique, 
quant à l’équation homogène (396), elle ne possède que la solution 
triviale. Lorsque, enfin, k <0, nous disposons de (—k) conditions 
(395) de solubilité de l’équation (387); si ces conditions sont véri- 
fiées, alors l’équation (387) admet une solution unique. L’équation 
homogène quant à elle n’admet que la solution triviale. Ces résul- 
tats sont différents de ceux obtenus pour les équations ordinaires 
de Fredholm. 

Signalons que l’équation de première espèce 


er | =; E 
L 
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est un cas particulier de l’équation (387) pour À (£) = 0 et B (£) — 

1 PR 
= os Dans ce cas particulier k — (. 

I-60. Problèmes aux limites dans le cas d’un intervalle fermé. 
Considérons maintenant les problèmes de [1-58] dans le cas où le 
contour fermé L est remplacé par un intervalle fermé [a, b] de l’axe 
des réels. Dans la suite nous désignerons toujours par ® (z) une 
fonction régulière en dehors de [a, b], d'ordre fini à l’infini, continue 
jusqu’à [a, b] à gauche et à droite à l'exception peut-être des extré- 
mités et majorée au voisinage des extrémités comme suit 


[D (2)1< (398) 


lz—cf* 


où À et « sont des constantes, 0 < «à << 1 et c l’une des extrémités, 
i.e. c = a ou c = b. Par D+t(Ë) et D- (Ë) nous désignerons les va- 
leurs limites supérieure et inférieure de ® (z) sur [a, bl]. 


Problème 1. Déterminer ® (z) telle que pour a<E<Db 
l'on ait la relation 


D* (5) — Dr (E) = 7j (E), 
où f (£) est une fonction lipchitzienne donnée sur [a, bl. 


Comme dans [1-58] la formule 


b 
D= re | dr + P(, (399) 


a 


où P (z) est un polynôme quelconque nous fournissant la solution du 
problème. On vérifie immédiatement que la condition (398) est réa- 
lisée, car au voisinage des extrémités, ® (z) s’écrit (t. III, [I-28]) 


D(a= + ie HF (c), 


2ri lg z 

où F (z) possède une limite finie lorsque z — c. On démontre que la 
formule (399) donne toutes les solutions du problème. Traçons les 
grandes lignes de la démonstration. Soient ®, (z) et ®, (z) deux 
solutions du problème. Il suffit de démontrer que la différence 
© (z) = D, (z) — D, (z) est un polynôme. Comme dans [1-58] cette 
différence est régulière dans le plan tout entier sauf peut-être aux 
points z = a et z — b, et est d’ordre fini à l’infini. [l nous reste à 
démontrer que « (z) est régulière aux points z — à et z = b. 

Utilisons le fait que « (z) admet la majoration (398) au voisinage 
du point z = c. On montre facilement que si « (z) admet cette ma- 
joration, elle est régulière au point z = c. Pour s’en assurer il suffit 
de reprendre la démonstration du théorème du (t. IIT, [1-10)): si 
f (z) est régulière, univoque au voisinage du point z — a et limitée 
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en module, elle est alors régulière au point z — a. Ceci étant sans 
nuire à la démonstration on peut remplacer la condition | f (2) | < N 


par la condition (398), i.e. |f (2) | & ” (0< à < 1). 

La solution du problème 1 vérifiant la condition ® (œ) = 0 
se déduit de (399) avec P (z) = 0. 

Considérons les problèmes ci-dessous dans le cas particulier, où 
8 (#) = —1. 

Problème 2. Déterminer ® (z) telle que pour a<E<b 
l'on ait la relation 

DY* (6) + Dr (E) = 0. (00) 

Vu que V z — c change de signe lorsque z passe par la valeur c, 

nous pouvons écrire les solutions suivantes du problème 2: 


1 
Do (2) — Etre (401) 


où la valeur du radical est fixée par un procédé quelconque. Cette 
solution n’est pas nulle dans le plan tout entier et ® (oo) — 0. 
Ce problème admet également pour solution 


. P (2) 
Ven 04 


où P (z) est un polynôme quelconque. Cette formule nous donne toutes 
les solutions du problème. En effet, si ® (z) est une solution quel- 
conque du problème, il est aisé de montrer, comme nous l’avons fait 
dans le problème 1, que le rapport ® (z)/®, (z) est un polynôme, 
ce qui entraîne (402). 


Problème 3. Déterminer ® (2) telle que pour a << E<b 
l'on ait la relation 


D? (E) + D (8) = (8), (403) 
où f (£) est une fonction lipchitzienne donnée sur l'intervalle la, b]. 


Supposons que D, (z) soit la fonction (401). Vu qu'elle satisfait 
à la”condition (400), nous pouvons écrire la condition (403) sous 
la forme 


DO DE DE) 
i.e. nous retrouvons le problème 1 pour la fonction ® (z)/®, (2). 
Déterminons les valeurs du radical de la formule (401), par 
exemple de telle sorte que le développement de ®, (z) au voisinage 
du point z — œ commence par z”!. Ceci étant à l’extrémité supérieure 
de l'intervalle [a, b] le radical V(£ — a) (E — b) sera imaginaire 


D+E) _D® _ fE (404) 


1-60. PROBLÈMES AUX LIMITES POUR UN INTERVALLE FERMÉ 477 


pur et les coefficients en à positifs. En considérant précisément une 
telle valeur du radical, nous pouvons écrire la condition (404) sous 
la forme 





DE DE _ EVENE ER 
DE de —/ 0) VE—2)E—b). (405) 


Montrons que la fonction 


V É—a) b—E) (406) 


vérifie sur l'intervalle [a, b] la condition de Lipchitz dans le rap- 
port 1/2. Pour ce faire utilisons l'inégalité évidente 


Va+B—-Va<VIB] pour a>0, a+p>0. (407) 
Supposons que ë et n appartiennent à [a, b]. Posant 
a—(n—a)(b—n); a+fp—(E6—a)(b—EË), 
on déduit de (407) 
VE—a)@—E)—V(n—a) É—n< 
LVTGHDE-E- (+) n+ nn] =VITG+d—-E+MIE-MI, 


ce qui entraîne compte tenu de £ +n >2a: 


VE—-O—E—-V(n—a)@—n<Vb—aVÎn—E]. 


D'une manière analogue l’on démontre que 


Vin—a)@—1n)—-VË—a)@—-E)<Vb—aVÎn—E], 


1.e. 


IVi—-a6—m-VE-006-5|<Vb—aVIn—ET, 
d’où il résulte que la fonction (406) satisfait à la condition de Lip- 
chitz dans le rapport « — 1/2 sur l'intervalle [a, b]. Donc le second 
membre de la formule (405) satisfait lui aussi à la condition de 
Lipchitz (t. III, [I-27]). En résolvant le problème 1 relativement à 
® (z)/®, (z) avec la condition aux limites (405), on obtient 

b 

21. | "OV nes 

= 7 | me 
P (2) 

VG—a) G—2) 


où P (z) désigne toujours un polynôme quelconque. En utilisant la 
majoration de l’intégrale de Cauchy au voisinage des extrémités 
de l'intervalle, on démontre aisément que la fonction (408) satisfait 
à la condition (398). Si nous voulons obtenir une solution satisfaisant 
à la condition D (oo) — 0, nous devons égaler P (z) à une.constante 


12—0727 


+ » (408) 
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dans la formule (408) : 


f(x) ua LEO VG—a) G—b) ) 
VUE ave | VERS de 


C 
——— ——— , 409 
Ée V(2—a) (z—b) ( ) 


Dans le problème 3 on peut se donner une condition supplémen- 
taire pour limiter la fonction ® (z) au voisinage des extrémités de 
l'intervalle. Au lieu de la solution (401) du problème 2, il nous faudra 


prendre alors: 


Do(z) = V (—a) (—b) (410) 
et au lieu de la Ne (408) l’on aura alors 
D (z) = L a Î es He dt + 
V(T—a)(t—b) (T1 —2) 
+P()V(—a)(z—0b). (411) 


Pour obtenir une solution satisfaisant à la condition ® (oo) = 0, 
nous devons poser P (z) = 0 et de plus il faut que soit remplie la 


condition 


b 
[= 0. | (412) 
J Van 


Si cette condition restrictive est imposée à la fonction D (2) 
uniquement à l'extrémité z — a, il nous faudra alors remplacer 


FR par la fonction | | 
RTE 
et au lieu de la formule (411) on aura 


0 = 
4 z2— a = 
Dr V 2 | per AA 


a 











(413) 








Dans le cas présent, quelle que soit Î (E), nes aurons une solu 
tion unique SAURASANNEe la condition ® (oo) = 0: 


——— bd 
z—a (. T—b f(x) 
DE = 1 | VE Tr. 


Nous sauterons la démonstration des formules (411) et : (13. 
Le lecteur la trouvera dans l'ouvrage de N. Mouskhélichviti cité 


plus haut. 
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I-61. Inversion de l’intégrale de Cauchy. Soit maintenant à i inver- 
ser l'intégrale Li 





b TT. 
4j are acc (414) 


Procédons comme dans [1-58]. Hi bne la fonction 


satisfaisant à la condition ® (œ) = 0; on obtient 


p (8) = D? (E) — D (E), 


b | 
DE+07 67 | 2 dr. 


(415) 





a 


L'équation (414) équivaut donc à la suivante : 
DY(E) + D'(E) =7(E) (a<E<b). 


Ceci n’est autre que le problème 3 de [1-60] avec la condition supplé- 
mentaire ® (oo) — 0. En composant la solution de ce problème, 
nous obtenons @(£) au moyen de la formule (415). Utilisant la 
formule (409) et les formules des valeürs limites de l’intégrale de 
“AUSRU on obtient « en définitive 


ss 


1 | f (Tr) DIE 
) x ZE 
POS EE 0] SET TE TV TE 


Soulignons que cette fonction est lipchitzienne non pas sur l’in- 
tervalle [a, b], mais sur un intervalle fermé quelconque contenu dans 
[a, b] et peut croître indéfiniment, lorsque Ë tend vers a ou b. Si là 
condition (412) est réalisée on peut obtenir une solution de l’équa- 
tion (414) bornée aux deux extrémités : 


DES | es 


Le problème d’inversion dont il est question est exposé en détail dans 
l'ouvrage de N. Moushhélichvili cité plus haut. 

1-62. Transformation de Fourier dans Z,. Nous avons examiné 
la transformation de Fourier (t. II [VI-3- 1) ‘et la transformation 
semblable de Laplace en utilisant l’intégrale de Riemann. Nous 
nous proposons maintenant d'étudier la transformation de Fourier 
au moyen de l'intégrale de Lebesgue. 


12* 
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. Supposons que œ (x) soit sommable sur l'intervalle (—co, ), 


autrement dit qu’elle appartienne à la classe L, sur cet intervalle. 
Introduisons la notation suivante: 


[se] 


lelui=hqlhe= | |p()1de. 


Puisque pour « et x réels, on a | @ (x) e%#* | — | (x) |, alors quel 
que soit « de l'intervalle (—o, c) il existe l'intégrale 
| pte-i dr (—oo<a< oc). (416) 


— 00 





4 
D (a) VA 
La fonction ® (x) s'appelle transformée de Fourier de la fonction 
œ (x); il est parfois commode de chasser le facteur 1/V 2x (voir par 
exemple plus loin [I-65]). 

Etudions quelques propriétés des transformées de Fourier des 
fonctions de la classe Z.. 

1°. ® (a) est une fonction bornée; ceci découle en effet de l’iné- 
galité évidente 





PRIS | ltd ele 


2°. Si px (x) (k = 1, 2, . . .) est une suite de fonctions de L, ten- 
dant vers une fonction limite @ (x) de L, dans la métrique de L,;, &.e. 


Il Pr — Plh —+ 0, 


alors la suite des transformées de Fourier ®, (x) tend uniformément 
vers ® (x) sur l’axe tout entier. 
Cette propriété résulte immédiatement de l'inégalité 


[x DIE 1 Pa — 9 lie (417) 


On voit aisément que si la suite ; (x) tend dans la métrique de Z, 
vers deux fonctions œ (x) et p (x), celles-ci sont équivalentes (unicité 
de la limite dans LZ,). 

3°. La transformée de Fourier ® (x) de la fonction q (x) de I, 
est une fonction uniformément continue sur l'axe tout entier. 

Les formules 


| sen 
er ia+he  Q-iux = Die (+3) sin + | 
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entraînent l'inégalité 


De+D-0@IE + | Jp (a)1|sin |ar< 


ape] I CIC a+ | |? (æ)lde |. 


Maintenant il faut, ai que soit &, R de telle sorte que la som- 
me des deux premières intégrales du premier membre soit inférieure à 
e/2, puis choisir 8 tel que pour hk 6 le troisième terme soit infé- 
rieur à e/2. Alors pour » << 6 et « quelconque on aura | ® (œ + h) — 


— D (a) | << 2? e, C.q.f.d. 
Considérons le produit de convolution des fonctions ®, (x) et 


(= | ot (25 dt = j qu(e—#) qu dt. (418) 


— 00 


La fonction y, (x) appartient également à la classe L,, car en vertu 
du théorème de Fubini 


Co 


| Ipstldr< | ( | Pa (x—t) || Pa (6) | dé dx = 


00 — 


= Din@iT | lote—n dr] de=1 pli os 
i.e. ou Le. 
I Gel II Eli alle 


Utilisons ce théorème pour calculer la transformée de Fourier ®, (a) 
de la fonction ®, Ge 


C0 





Da | | Pa (x — 1) pa (0) e—i2x dé dx = 
= [ Pa Ge-iat | VE Ï Pi (+) ei-5 de | dt — 


O0 


= À mOe-isiD, (0) = VD (a) D, (2), 


ou 
D, (a) = V 21 Di (œ) D, (x). 
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Nous venons donc de démontrer la propriété suivante des trans- 
formées de Fourier. 

4°. La transformée de Fourier du produit de convolution des fonctions 
1 (x) et ps (x) est égale au produit des transformées de Fourier de ces 
fonctions par V 2x. 

Soit une fonction + (x) définie sur l’axe tout entier, possédant 
des dérivées de tout ordre et non nulle à l’extérieur d’un certain 
intervalle. Une telle fonction est appelée fonction finitive. On dé- 
signe par C® la classe des fonctions finitives. Il est clair que C® 
est contenue dans L,. Une importante propriété de la classe Li est 
traduite par le théorème suivant qui sera démontré dans [III-3]. 


T h éorème 1. Pour toute fonction q (x) de L,;, quel que soit 
& 2 0, il existe une fonction finitive 1% (x) telle'que 


LP —vlh <e.. . (419) 


De là on déduit facilement que pour toute fonction œ (x) de Z, 
il existe une suite de fonctions finitives 4 (x), & = 1, 2, ..., qui 
converge vers p (x) dans la métrique L,. On traduit cette propriété 
en disant que la classe C® est dense dans la classe ZL.. 

On utilise le théorème formulé pour démontrer certaines proprié- 
tés importantes des transformées de Fourier de fonctions de L.. 

9°. Si p(x) appartient à L,, alors D (x) —+ 0 lorsque à —> +oo. 
Fixons e >> O pour les besoins de la démonstration et déterminons 
une fonction finitive vw (x) telle qu’elle vérifie la relation (419). 
Soit Ÿ (x) la transformée de Fourier de ÿ (x). En vertu de (417, 





|D(a—Y(a)|< = Ê (420) 


L'intégration par parties donne 
V 2x Y (œ) = | ÿ (x) eriax dr = + | Ÿ'(x)e-tex dr, (421) 


>] 


L'intégration s'effectue sur un intervalle fini à l'extérieur duquel 
(x) = 0; les termes hors du signe somme disparaissent. De (421) 
il résulte que Ÿ (x) — 0 lorsque & —+ +0. Donc pour | | suffi- 


samment grands on aura | W (œ) | < VE De là et de (420) on 


déduit l'inégalité | ® (æ) | Le Va pour de tels | & |, autrement 
dit D (a) —+ 0, c.q.f.d. 

La propriété suivante est plus difficile à démontrer. 

6°. Si relativement à une fonction œ (x) de L, on a D(«) =0, 
alors cette fonction est équivalente à zéro. Montrons tout d’abord que 
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l'intégrale dé @ (x) est nulle: sur un intervalle fini quelconque _ 
b 
Jotdt=0, —o0<u<b< 00. ((422) 


A cet effet considérons une fonction continue auxiliaire p (x) cons- 
truite de la façon suivante. Soient L > 0, ô > 0 des nombres fixés 
et p (x) = 0 pour [zx | >! +6, p (a) = 1 pour |z | 1; dans les 
intervalles L < |z | << 1 + Ô, la fonction p (x) est linéaire. On 
définit facilement la transformée de Fourier P (æ«) de la fonction 


D Ve 2 I l+6 
P (a)= cos A + L2 


Cette formule montre que P (a) est une fonction de Z,;. Comme 
d'autre part la fonction p (x) satisfait aux conditions de Dirichlet 
(t. II [VI-3-1]), elle s'exprime en fonction de P («) au moyen de la 
formule d’inversion 


P= | P (a) eiex da. 


Montrons maintenant que le produit de convolution de la fonc- 
tion œ (x), figurant dans l'hypothèse, et de la fonction p (x) est 
identiquement nul sur (—, œ). En vertu du théorème de Fubini 
l'on a 


V?x fi p(t) p(x—t) dt — ÿ ew[ | ? (a) eiatx- 9 do | dt = 


== f P (a) eiax [ Î p(t)eriat dt | da =0, 


i.e. | p(é) p(x—t) dt=0. 


— 00 
En remplaçant la fonction p (x) par sa valeur, on peut écrire le 
er. résultat sous la forme 


x+ æ— x+1+06 
| pot | (1+1)o6 a+ | (1-—)o0&-0. 
xl x—-l-06 x+l 

Lorsque o —+ 0 on déduit que 

1 p(é) dt=0, 


x—1l 
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quels que soient / > 0 et x de (—c, æ). Lorsque x — ue ,etli— 
b—a 
2 ? 
De (422) l’on déduit aisément que (x) est équivalente à zéro. 
Soit 1, (x) une fonction finitive telle que || ® — Ya ll < 1/k. Sup- 
posons que [a, b] soit l'intervalle de l’axe numérique à l'extérieur 
duquel 14 (x) — 0. Divisons-le en un nombre fini de parties par les 
points 4 = xo < x . <tn = b. Désignons par &; le point de 
l'intervalle [x;_, Sa où la fonction continue W, (x) prend sa valeur 
moyenne sur cet intervalle, i.e. 


l’on retrouve l'égalité cherchée (422). 





| 


a (E) = — j bad, j=1, ...,n. 


rs 1 
x;_1 


Compte tenu de (422) l’on a 


2 FD (6) | (xs — x )=5 | [ va (9 dt] = 


j=1 x; 1 


“A ljese-n wa|< 


1 x; 4 
n 


1 
< » | InO-vO lan one. 
1x; n 
Lorsqu'on accroît le nombre de subdivisions de l'intervalle [a, b}, 
la somme du premier membre de cette relation tend vers l'intégrale 

b 


| lp (#) | dt. Nous venons donc de démontrer que 


00 b 
finolt=finmola<ss. 


Cette majoration montre que 1} (x) — 0 dans la métrique de Z.. 
Or d’autre part 4, (x) — œ (x) dans Z., donc o (x) est équivalente à 
zéro, C.q.f.d. 

Pour conclure citons sans les démontrer certaines propriétés de 
la transformée de Fourier dans Z.. 

7°. Soit p (x) une fonction de L, et ® (a) sa transformée de Fourier. 
Alors pour presque tous les x (et en particulier en chaque point de con- 


1-63. TRANSFORMATION DE FOURIER DANS L, 485. 


tinuité de q (x)) on a la formule 
k 


p (x) — = lim ( — 1) © (0) eix da. (423) 
k 





TI R—>oo 


On trouvera la démonstration de cette formule, par exemple, dans 
l'ouvrage de Titchemarch « Introduction à la théorie de l'intégrale. 
de Fourier ». La nécessité d’une formule d’inversion aussi compliquée 
résulte du fait que même si la fonction ® (x) tend vers 0 lorsque: 
œ —>—+oo (propriété 5°), elle n’appartient pas forcément à la clas- 
se L.. Si ® (x) appartient à L., on a alors la formule ordinaire d’in- 
version 


p (x) — = | D (a) eiax da. 





On remarquera que la formule d’inversion (423) entraîne immé- 
diatement la propriété 6° de la transformée de Fourier. Cependant. 
la déduction de la formule (423) est relativement difficile, aussi 
en avons-nous donné une démonstration indépendante de la pro- 
priété 6°. | 

8°. (Théorème de Wiener). Supposons qu'une jonction F (a) dé- 
finie pour —o <a< ko admette la représentation 

+00 
F(a)=c+ | f(a)e-iex dx, 


où f (x) appartient à L., que F (&) =£ O pour tous les a, ce qui entraîne: 
c— F(+o) 0. Alors la fonction G (ax) — 
la représentation 


Fa) admet également 


G(a)=ct+ | g(x)e-i da, 


où g (x) est une fonction de L:. 

Nous sauterons la démonstration de ce théorème. 

1-63. Transformation de Fourier dans Z,. Polynômes de Hermite. 
Citons les principaux résultats concernant la transformation de- 
Fourier dans la classe Z,, sur l’intervalle (—c, æ). Introduisons pour 
abréger la nouvelle notation. Si 


Ip (x) — Pa (x) 2 = | [p(z)—Px(x)dr +0 pour k—00, 
on écrira 
p(xz) = Li.m. pa (x) lorsque # —+ 00. 


186 ‘ CH. I. ÉQUATIONS INTÉGRALES 


Si q (x) appartient à L, sur l'intervalle (—o, ), elle peut ne pas 
appartenir à L, sur cet intervalle, mais lui appartenir sur tout inter- 
valle fini (t. II [VI-1-81). La transformation de Fourier dans la classe 
L, est définie par la formule 


à 1 
D = L.1. 7 
(@) . V2r 


on démontre en outre que pour toute fonction de L, et D (œ) aussi 
de L,, le second membre admet une limite. L’inversion de la formu- 
le (424) est de la même forme 


p(x)e-iex dx, (424) 


Lx 


p(x)=Li.m. 


R—++oo = 


Il s'ensuit que ® (ax) et @ (x) ne peuvent être nulles que simultané- 
ment. Les formules (424) et (425) établissent une correspondance 
biunivoque entre les fonctions p (x) et ® («) de ZL, sur l'intervalle 
(— oo, +) et les fonctions en question possèdent la même norme 
dans L,, i.e. 





+R 
| D (x) ei da. (425) 
—k 


+00 Ù +oo : 
| |D (a) 2 da= | |p(x) dx, (426) 


et si ®;, («) sont les transformées de Fourier des fonctions x (x) 
(k = 1, 2) de L,, alors 


+ oo | + co 
| Œu(a) Bite) du= | qu (x) qe Co) dz. 


— 


En se servant ensuite de la dernière formule, de l'inégalité de Bou- 
niakovski-Schwarz et du fait que le produit de deux fonctions de 
L, appartient à L,, on démontrerait que dans Z, le produit de con- 
volution (418) est valable pour tous les x et qu’en outre pour tous les 
x l'on a 
+00 +0 
ps (= | quir—1) qutt) dt= | Ou (a) @i (a) eixe da 


— 00 — 00 


(—o0 < z<+00), 


d'où il résulte que p, (x) est uniformément continue pour —oœ < 
<< TZ << +oo et p; (x) +0 lorsque x —+ +oo. 

Si l’une des fonctions p, (x) (4 — 1, 2) <ppartient à L, et l'autre 
à L;, alors la fonction , (x) appartient à: L,. :: 
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Dans la transformation de Fourier un rôle particulier est joué 
par les fonctions de Hermite qui sont définies par la formule 





Ÿn @=(—1eT _ (e-*)=e" TH, (x) #(n=0, 1, ...), (427) 


où H, (x) est un polynôme de degré n (polynôme de Hermite). Les 
fonctions (427) forment un système orthogonal sur l'intervalle 
(— ©, +00). Soit T l'opérateur de la transformée de Fourier: 
+00. 
1 
TP = —— j p (x) e-iax dx. 
Vs 
Montrons que les fonctions de Hermite Y, (x) sont les fonctions 
propres de cet opérateur associées aux valeurs propres À, — (—i)". 
Observons que Ÿ, (x) sont des fonctions continues absolument inté- 
grables et de carré intégrable sur l'intervalle (—co, +). Il nous 


faut prouver que 

TYh — (—i)" Ÿns (428) 
i.e. la formule 

+00 .. …, x? a? 

1 | hs ; s 2 
nn e e-**dr=(—i)" e 
V2 de ) dx (—i) 
Intégrons par parties. Les termes hors du signe somme étant nuls, 
l’on obtient 





Jn = 


(es). 


dr" ( dan 














+00 x? 
(—1}° L dn —iax+ —— 
— 00 : 
œ 
Multiplions le terme précédant le signe somme par e? et l’intégrande 
: a? 
par e À? à 
a + 
PRICES [es dé SE 
à V2r 
— 00 
+ 00 
ANR —- En — (x-ix)a 
ma PE jee 2 dx = 
V2x J kdo" 
_ +00 x2 a? , 
—(—i)"e dn | PAR is de 
da’! de ù 


En différentiant par rapport à &, on montre aisément que la derniè- 
A 


re intégrale est égale à e ?, ce qui démontre la formule (425). Les 
points À = +1 et À — —+i sont des points du spectre, quant à Ÿ, (t), 
ce sont les fonctions propres associées à À, — (—i)". 
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Indiquons l'idée de la démonstration du fait que des fonctions 
de Hermite orthogonales sur l'intervalle (—o, +) engendrent 
un système complet (fermé). Admettons qu’il existe une fonction 
o (x) de ZL, orthogonale à toutes les fonctions de Hermite. Les puis- 
sances 2" (n = 0, 1,2,...) s'exprimant linéairement en fonction des. 
(n + 1) premiers polynômes de Hermite H, (x) (k — 0, 1,...,n), 
il s'ensuit que 

TR hs 
| e 2 x'o(z)dr=0 (n=0,1,2,...). (429) 
Nous pouvons supposer de toute évidence que (x) est réelle. IL 


nous faut démontrer que w (x) est nulle. 
Nous avons l'évidente majoration 


1 
_— 2 
e 2? <Ce-ilx, 


où Ô est un nombre positif fixé et C une constante qui dépend du 
choix de 6. Composons la fonction de la variable complexe z — 
— u + iv, définie dans la bande |v | &< 6,, où 0 << 6, < 6, 

+00 1 +00 1 


Re Fo 
F (2) = | e BE w(x) dr Ï 7 HAE 
On a 
1 
Le To (a) elutine| <Ce-6-001#1] 0 (x)| SL 


et le second membre est intégrable comme produit de deux fonctions 
de Z,. La fonction F (z) étant régulière dans la bande mentionnée, 
on a relativement aux dérivées 


+00 1 


Fe (= À e 77 ao(a)e** dr, (431) 


— 00 


dans le second membre de la majoration (430) apparaît le facteur 
multiplicatif x" qui est compensé par e"@-61x et l'intégrale sera 
uniformément convergente en z dans la bande en question. Ceci 
nous permet de dériver par rapport à z sous le signe somme. De 
(431) l’on déduit 
cr 1 
FE (0)= | e ? o(x)dr (n—1, 2, ..….) 


— CO 


et en vertu de (429) toutes les dérivées F® (0) — 0 dans la bande 
en question et donc F (z) y est identiquement nulle. Nous avons 
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ainsi sur l'axe réel 
+ | 
le? 'o(me*dr-0 (—o<2< 0), 


— 00 


i.e. la transformée de Fourier de la fonction 
1 
—— x? 
e ? @(x) 


est identiquement nulle, ce qui entraîne que cette fonction est équi- 
valente à zéro et, par conséquent, « (x) est équivalente à zéro. 
D'une façon tout à fait analogue on démontrerait que les fonctions 
de Laguerre forment un système fermé sur l'intervalle (0, ). 
1-64. Equation intégrale de Fourier. On se propose maintenant 
d'étudier les équations intégrales dont l'intervalle d'intégration 
est infini. Dans ce cas les théorèmes fondamentaux de Fredholm 
établis plus haut peuvent ne pas être valables. Le cas le plus simple 
est celui d'équations intégrales liées à la formule de Fourier. Rap- 
pelons la formule de Fourier démontrée dans (t. II [VI-3-1]). Si 
f (s) est une fonction continue et absolument intégrable sur l’inter- 
valle 0 & s << oo, et si dans toute partie finie de cet intervalle elle 
possède un nombre fini d'intervalles de croissance et de décroissance, 


alors 
fo=y 2 | 71 0) cos st de, 


0 


fa (s) — A fs (£) cos st dt. 


0 


En additionnant les deux expressions précédentes, on obtient 
Fat 
rs | [ (€) + fa (#)] cos st dt, 
0 
i.e. quelle que soit la fonction f (s) jouissant des propriétés indiquées 


plus haut, la fonction  (s) — f (s) + jf, (s) est une fonction propre 
de l'équation intégrale 


DETTE 


p(s)—À [ p {£) cos st dt, on (432) 
0 


associée à la valeur caractéristique À = V 2/V x. Si, par exemple, 
l'on pose f (s) — e-P* (p >> 0), alors 


2  p 
ASS ee 
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et pour À = V 2/V x l'équation (432) admet une infinité de solutions 


e”?Ps 2 


dépendant du choix du paramètre p > 0. 
I-65. Equations intégrales sur l’intervalle (—oo, + æ}). Soit. 
l'équation intégrale 


_ 
p@=i (+ | kG—-9DpUd (433) 


dont le noyau dépend de la différence (x — ft). L'on suppose que les 
fonctions 4 (x) et f (x) appartiennent à L, sur l'intervalle (— ©, +) 
et l'on cherche la solution dans la même classe. En appliquant aux 
deux membres la transformation de Fourier, on obtient 


D(a) =F(a) + K (a) D (a), _ (434) 
où F (a), D (x) et K (œ) sont les transformées respectivement de 
f(x), p (x) et kÆ (x) mises sous la forme 

+00 
K (a) = | k (x) ex 7. 


De (434) il résulte 
D (a) = F (œ) [1 — K (œ)l”t. (435) 


Comme ® (x) doit être une fonction continue, pour que l'équation 
(433) soit soluble, quelle que soit f (x) de ZL;, il est nécessaire que 


1— K(a)Æ0 (—00 <a< +o). (436) 

La condition (436) est suffisante pour que l'équation (433) soit 

soluble dans la classe Z.,. En effet, d’après le théorème de Wiener 

(i.e. d’après la propriété 8° de [1-62]) il existe une fonction 4, (x) 

de Z; telle que 
+00 

AK (at=1+ À H(a)e-ies dr=1+Ki(o). (487) 

La propriété 4° [I-62] (relative à la transformée de Fourier du produit 
de convolution) entraîne l’équivalence de (435) et de la formule 


pU)=f (+ | he (0 à; (438) 


la fonction œ (x) appartient à L, comme produit de convolution de 
deux fonctions de la même classe. Soulignons encore que la solution 
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(438) de l’é équation (433) est unique dans la classe L, si est satisfaite 
la condition (436) ; ceci découle de la propriété 6° [1-62]. 
Considérons maintenant l’équation homogène 


O0 


qU)= | E(—1) p(E di (439) 


— 


et cherchons sa solution sous la forme (x) = e**. En portant 
o (x) — e** dans l’équation et en procédant à un changement de la 
variable d'intégration, on obtient l’équation en a: 


| &Gesas=1. (440) 


— © 


Dans le livre de Titchemarch cité plus haut [1-62] sont indiquées les 
conditions pour lesquelles toutes les solutions de l'équation (439) 


sont des combinaisons linéaires des fonctions z°e°v*, où p — 0,1,... 

., y — 1, a, sont les racines de l'équation (440) de multiplicité qg.. 
Soulignons que ces solutions n’appartiennent pas à Z., et qu’il est 
nécessaire d'imposer au noyau k (s) des conditions assurant la con- 
vergence des intégrales correspondantes. 


1-66. Exemples. Pour rendre l’exposé ci-dessus plus clair nous allons étu- 
dier quelques exem mples en nous inspirant des résultats du paragraphe précédent. 
. Posons dans l'équation (433) 


ei. _ ex pour z<0, 
Fe .. E) { pour æ>0, 
i.e. l'équation est de la forme : 


p(x)=e FIX | ext (t) dt. 
J 


Les transformées de Fourier de f(x) et k(x) s’écrivent. 


K (= — : 1 E (= 


F(a)= — it 1— ia 


2 L2 
1+a2 
et donc X (a) - 1 pour À—1 non nul et non imaginaire Durs La transformée 
de Fourier © (a) de la solution a pour expression (435) : 


2 


POST Ter 


Nous pouvons écrire 
oc A 
r _ sure | 
L'or | e=D@TrI-N) 
Cette intégrale se calcule aisément au moyen des résidus. L'on prendra toutefois 
soin de distinguer les cas z > 0 et x << 0, de même que Re (4 — À) > 0 et < 0. 
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On obtient en définitive 


+ ex (x > 0) 
PH)=S 0 (Re(1—A)> 0); 
e(1— x (x < 0) 





2 
mp (TM 
e6- {77 RS RTE 
0 (x <0) 
Lorsque À—2, la solution s'écrit sous la forme œ(r) = —2xe-*x(r > 0), 


®P (2 À = 0 (x <0). 
. Considérons l'équation à noyau symétrique 


+00 
p{z)=f (x) +A | e-&=tlp (t) dt, (441) 
pour laquelle k(x)—he ll et 
2X 
K G=r cr 
d'où : 
Re a2+1—2X 


1+a? ? 
donc 4 — 2X doit être non identiquement nul et non négatif. 
En vertu de (437) l’on a 


__ Ka) 2 
Hi) = Ro = 12% 50 : 
d'où 
ixœ 
ka (a) = à - 


a = TE ar 


En appliquant le théorème des résidus où l’on prendra soin de distinguer les 
cas x >> 0 et x < 0, on obtient 


kr = À el VT-23, 
Vi—2 
la partie réelle de /1—2X étant Ru positive. On a en définitive 


ete | - er VI ; (y) de. 


Si f(x) est une fonction bornée, alors p (x) le sera également. S'agissant de 
l'équation homogène (441) on obtient les solutions 


pee VER EC VIRE (142) (&42) 


et 


px) =Ci+ Co (=) ; | (443) 
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Portons les expressions (442) et (443) dans le second membre de (441); pour que 
l'intégrale ait un sens, il est nécessaire que la partie réelle du radical }/1 — 24 


soit contenue à l’intérieur de l'intervalle (—1, +1), ou qu’elle soit nulle (x = 


=5). Si 1 — 2 < 0, la formule (442) nous donne les solutions bornées 


sin VA —Tz et cos VA — Tr. 

1-67. Equations intégrales sur l’intervalle (0, œ). Si une équation 
intégrale à noyau dépendant de (x — t) est considérée non pas sur l'intervalle 
(—co, Ho) mais sur l'intervalle (0, co), le problème se complique énormé- 
ment. Les équations homogènes de cette espèce ont été étudiées par Wiener et 
Hopf (1931) et les équations générales à noyaux symétriques, i. e. k (s — t)— 
— k(t — s) par V. Foc (1944). Dans ses travaux, 7. Rapoport (DAN S.S.S.R., 
t. 59, n0 8, 1948) établit une relation entre les équations de cette espèce et le 
problème aux limites de Hilbert. Dans le présent paragraphe nous allons suivre 
cette méthode en nous limitant à ses lignes générales. Soit l'équation 


pO=r a+ (EG-Hp a (49) 
0 


La fonction k (x) est définie sur l'intervalle —oo << x << Ho et f (x) sur 0 

& z < +o. On cherche la solution @ (x) sur l’intervalle 0 & x < + co. On 

suppose que les fonctions données soient continues et que pour un certain c 

réel les produits | 
k (x) eTcx, f (x) ecx. 


soient absolument intégrables et possèdent un nombre fini d’intervalles de crois- 
sance et de décroissance sur les intervalles respectifs de définition de k (x) et f (x). 
Achevons de définir f (x), posons f (x) — O0 pour x <0 et cherchons une fonc- 
tion (x) telle que l'équation (444) soit vérifiée sur l'intervalle —oo < x < 
< + tout entier. Supposons encore que la fonction p (x)e-C* est absolument 
intégrable sur cet intervalle. 
Pour appliquer le théorème de convolution à la transformation bilatérale 
de Laplace nous devons avoir pour intervalles d'intégration l’intervalle —oo < 
< x < +. Procédons comme suit. Introduisons les fonctions 


Lf 0 &>0), _f—-p&&>0), 
= Lo PET 0 EL. 6) 
L'équation (444) s'écrit alors sous la forme 
Le 
qe (eq (= (— | (22) pe (9 dt. (446) 


Introduisons la transformation bilatérale de Laplace [1-51] 


D+(s) = Le (pr); Dr (s) = Lip); F(s) = La ()3 L'(s) = Le (), 
où s — (c + ti). Les transformations indiquées ayant lieu sous réserve de la 
convergence absolue des intégrales, en vertu de (446) 


Dr(s) — D-(s) = F(s) — L(s) D-(s) (s = ce + Ti). ” (447) 
Puisque f (x) — 0 pour x < 0 il vient 
F (s)= | e-#xf (x) dx, 
nes 
13—0727 
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et l'intégrale écrite converge absolument si la partie réelle de s = © + ti vérifie 
l'inégalité Re s — © > c et la fonction F (s) est régulière à droite de o = c 
et continue jusqu’à cette droite [1-51]. D’une façon analogue, en vertu de l’hy- 
pothèse sur la convergence absolue de l'intégrale 


+oo 
| e”Cxp (x) dx, 
les intégrales Lu 
+o0 +00 
| e#x@p, (x) dr et | e”s*@p_ (x) dx 


doivent l'être aussi si o vérifie respectivement les inégalités o < c et o >c 
et l’on peut affirmer que la fonction + (s) est régulière dans le demi-plan 
Res—o<cet ®D-(s) dans le demi-plan Res = 6 > c; ces deux fonctions 
doivent être continues jusqu’à la droite o — c. On démontre que dans les domai- 
nes envisagés les deux fonctions doivent tendre vers zéro lorsque | s | > +00. 
La relation (447) lie les valeurs limites des fonctions D* (s) et @- (s) sur la droite 
o — c. En la mettant sous la forme 


D+(s) =[1—L(s]D-(s) + F(s), (448) 


on constate que l’on obtient le problème non homogène de Hilbert (cf. [I-58]). 
Les problèmes (384) et (448) diffèrent entre eux par leurs contours: dans le 
premier nous avons un contour Z fermé tel que l’origine est comprise à l’inté- 
rieur et l'infini à l'extérieur, tandis que dans le second nous avons la droite 
s — c + ti. Ceci entraîne quelques modifications dans les formules. Au lieu 
du facteur t-* [de la formule (376)] considérons le facteur 


s—@œ@\—À 
s—f$ ) (SERRE eo): 

dont l’argument subit un accroissement de (—2kx) si l'on parcourt la droite 

o — c de bas en haut. La formule (376) s’écrira alors 





s—a 


06= (5) "1-Lo 





he {ag (1—L (TE © 


c—io 
(ici et dans la suite on suppose que 1 — ZL (c + ti) 0). Au lieu de la for- 
mule (387) on aura 
+ + _ Ce 0 
gb 6): go=(T) 0 
et au lieu du polynôme P (z) la fraction 
P (5) 
(s—B}* ” 
puisque désormais nous devons appliquer le théorème généralisé de Liouville à 
une fonction partout régulière sauf au point s — $ 


Supposons que les fonctions ZL (ce + vi) et F (ce + ti) sont lipchitziennes et 
écrivons la solution du problème (448) qui s'éloigne à l'infini: 





c-+i00 
®o (s) F (x) Ph-1 (5) __f Dt(s) (Res<e), 
D | pà (T) (T—s) LAS (s 5 a D'(s) (Res>c). (9) 
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On a 
DORE (Besse 
C+ioo 
org | 10e (EE) nca} 
C+ioo 
F0 (EF) ee ar | re (ro) 


(expr=e*x). 


P41 (s) est un polynôme à coefficients arbitraires et de degré non supérieur à 
k— 1; pour 4 < 0 il convient de poser P,., (s) = 0. 

En vertu des résultats de [I-58] on distinguera trois cas: 

k > 0. Le problème (448) admet une solution dépendant de k£ constantes 
arbitraires. 

k — 0. Le problème admet une solution unique. 

k < 0. L'intégrale de la formule (449) doit présenter au point s = f$ un 


zéro d'ordre (—k) qui compensera le pôle du facteur (£ 





—a\k.. 
figurant dans 
p5 (s). Ce qui nous conduit aux conditions nécessaires et suffisantes de solubilité 


c+ioo 
PU rs = — 
J HO 270 (m=0,1,..., —h—i). (450) 


Si ces conditions sont réalisées, le problème possède une solution unique. 
Construisons la fonction D- (s) d’après la formule (449) et déterminons à 
l’aide de la formule d’inversion (323) la fonction q (x) pour x > 0: 
1 O+1i00 
pU)= (= | esxD-(s) ds(0>c, x > 0). (451) 
O-—i00 
On démontre que le produit p (x) e-C* est absolument intégrable sur l'intervalle 
0 < x < +oo. On détermine (x) pour x << O0 par une inversion de ®* (s). 
Résumons. Si k est égal au rapport à 2n de l'accroissement de l’argument 
de la fonction 1 — Z (s) lorsque s varie de c — ioo à c + io, alors pour 
k > 0 l’équation (444) est inconditionnellement soluble et, en outre, l'équation 
homogène possède exactement k£ solutions linéairement indépendantes. Pour 
k = 0 l'équation est inconditionnellement soluble et possède une solution uni- 
que (l’équation homogène possède la solution triviale). Lorsque 4 < 0 pour que 
l'équation (444) soit soluble, il est nécessaire et suffisant que soient réalisées 
les conditions (450). Si ces conditions sont réalisées, l’équation admet une solu- 
tion unique. 
1-68. Exemples. 1. Considérons le noyau symétrique 


k(z)= he", 


où À est un paramètre réel. Pour c on peut prendre un nombre quelconque tel 
que —1 << c < 1. La fonction L (s) s'écrit 


oo 0 
L(s)=2 | e7sXe"x dr + e7sxex dr = 
0 


— 00 


2À 


4—s? 





13* 
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et 
__ (s— A4) (s — À) 
LOT HET 9 
ou 


À, 2 = + V 1—2X (Re M> > Re Ào). 
La grandeur k dépendra de À et de la classe de solutions caractérisée par c. Si 
Re À <cet Re À, < c, alors k = +1. SiRel > cet Re À, < c, alors k = 0. 
Si Re et Re À > 6, alors 4 = —1. 
4) À < 0. Quel que soit € [c] <1et alors 4 = 0 puisque À > 1 et À 
< —1. Le problème (448) s'écrit 


@+ (9 = ER © (+7 (9. (453) 


Le coefficient (452) étant simple, on peut résoudre ce problème sans utiliser 
les InIégraïss de Cauchy. On a visiblement 














_#—hM, s+1 
pô (s) — ZT ; Po (s er 4 
Mettons la condition (453) sous la forme 
—1 —)o ‘ 
nr D+(s) — me Dr (s) = — rs (s). (454) 


Le produit 


HT | ro 


peut facilement s'écrire comme une Pen de la forme (370), puisque F (s) 
est régulière pour Res . c: 


2 En 1) F()—(—0F (6) 
= -F(Q=À FD — ee 


Donc (cf. ei 











S—2 o- Qu F M) GDF) 
s+1 ® = Fe 

d’où 
. (s+1) [Aa 1) F (A) — (51) F (s)] : 

A) es 
et la solution de léation 

p(x)=f (x) + | ex tlo (t) dt (456) 
: 0 
s'écrit pour À < 0 
O+ioo 
ES MR sx (—1)F (8) — (4 —1) (541) FRS) 
pH=—-p- Ge Le A) 19 ds. 


2) 0<I< + . Supposons que c est tel que /1—21<c<1. On a À 


<hi<e, d’où k— +1. La fonction du second membre de la formule (453) 
peut présenter un pôle simple s—1 dans le domaine oc et doit tendre 
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vers 0 lorsque |-sj->00. On voit aisément qu’il nous faut poser 





__(s—AÀ3)(s—A) | 
POST Din ? (S+F (=, 
où À est une constante arbitraire. On déduit 
_ s2—1 (51) A 
EEE ES APRES ARE 
Run Cho? 


et la solution de l'équation (456) pour 0 <a 1/2 et V1—2à <e<1i s’écrira 


1 O+ i00 à ; 
S — 
Pr FRS RATE ARTE — 
p(x)— Di | es PS Nr F (s) ds 
O—100 
O-+i00 
a, A. Re Pl 
ni \ eo) À 

o—-100 


Le second terme est solution de l’équation homogène. En ajoutant un demi-cercle 
de grand rayon à gauche de la droite d'intégration et en appliquant le lemme de 
Jordan et le théorème des résidus, on obtient la solution de l'équation homo- 
gène sous la forme 


VIE Vie 4 VIDA Vie, 
2V1—2X 2V1—2X | 


3) 0 < À < 1/2, V1 — 24 <c< V/1—72X. En considérant cette classe 
de solutions qui est plus étroite, on aura 4 — 0. La méthode de résolution est 
la même que dans {). 

4) O0 KÀ < 1/2, —1 < ce << — V1 — 24. La classe de solutions est encore 
plus restreinte (4 — —1). La méthode de résolution se distingue de celle de 1) 
par le seul fait que l'expression entre crochets de La formule (455) doit mainte- 
nant s’annuler pour s — À,. De là on déduit la condition nécessaire et suffisante 
de solubilité de l'équation (456) dans la classe considérée : 


Qu 1)F (a) — (Qe — 1) F (Q) = 0. (457) 
5) À > 4/2, 0 <c <'1 (k — 1). La méthode de résolution est la même 


que dans 2). Pour À > ci la solution de l'équation homogène peut se mettre sous 


Po (x) = —À4 


la forme 


sin Vz 
Po (x) = cos vz + TER 





où v? = 2À — 1. Pour À — _ l'équation homogène possède la solution 
Po (x) = 1 + zx. 
64 > _ —1 <c<0(k — —1). La méthode de résolution est la même 
que dans 4). Si la condition (457) est réalisée, on aura une solution qui s'éloigne 


à l'infini. On démontre que cette condition est équivalente à 


co 


(cos vz+ ) # (470 (1>+) 


sin vz 
V 
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ou 
co 


| (Az) f (x) dr —0 (a =+) | 
0 


2. Considérons l’équation homogène dont le noyau est défini par la formule 
(équation de Milne): 


e — 
K (D =+ | + dt. 
1x} 


Pour x = 0 cette fonction tend vers l'infini d'ordre Ig x. Ceci n'empêche pas 
que l’on puisse utiliser la méthode précédente. Composons la fonction L(s): 


L de. esx [+ (Es at| re 


— 00 Ix| 


n +00 co e 0 oo ; 
SRE | es [ | + à| a+ + | es | | + à] dx. 
0 x — 00 —x 


La double intégration du premier terme équivaut au calcul de l'intégrale double 
sur la région du premier quadrant du plan (x, t) dans laquelle est vérifiée l’iné- 
galité t > r. En permutant l’ordre d'intégration, on peut écrire le premier 
terme sous la forme 

CO 


À t £ 1 1)t t 

sr es x | = —— | Cas d cn dl 

5 | . [I esx dx | dt DE ; di 
0 0 0 


L'intégrale écrite peut être calculée, par exemple, par une dérivation par rap- 
port au paramètre s. On obtient 





CO 
1 ets-l)i — ert 
2s | t 

0 
étant entendu que la partie réelle de s est inférieure à l'unité. De la même maniè- 
re on calcule le second terme de L (s). Finalement on obtient 


L (9 =lg LE (s=0+Ti; —1<o<1), 


1 
dt — ES Ig (1—s), 





où l’on prend la valeur du logarithme qui s’annule pour s=0. En développant 
le logarithme en série entière, on s’assure que l'équation 


1+s 
1—s 
possède une racine double s — 0. On démontre qu’elle ne possède pas d’autres 


racines dont la partie réelle soit contenue dans l’intervalle (—1, 1). 
Si l’on prend 0 < c < 1, alors 


. 1 4 1+s C+ioo 
= {es(t—- les ]} Tes 


et nous pouvons déterminer les solutions d'après les formules (449) et (451) 
pour F(s) = 0. 
Les deux numéros suivants sont dus à Y. Tchersky. 
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1-69. Equations intégrales sur l’intervalle (0, ) (suite). Les équations et 
systèmes d'équations (444) font l’objet d’une étude approfondie moyennant des 
conditions très générales par M. Krein pour le cas d’une équation (UMN, t. XIII, 
n° 5, 1958) et par M. Krein et I. Hohberg dans le cas de systèmes d'équations. 
Exposons sommairement les résultats de M. Xrein. 

Dans la suite on se servira largement des classes de fonctions représentables 
par une transformée de Fourier de fonctions de Li (—o, oo), Li (0, co) et 
Li (—o, 0). Pour abréger on écrira respectivement Z, L, et L_. Par R, R} 
et R- on désignera les classes de fonctions représentables respectivement par 


oo 


F@=e+ | (2) PE dr; 


— 00 


rs 0 
Fi G=e+ | f1 (x) einx dr; Fa(h)=c+ | fa (x) eikx dz, 
0 — 00 


où f (x), f1 (x) et f, (x) appartiennent respectivement à L, L+, L_, et c est une 
constante qui n’est pas la même pour toutes les fonctions régulières pour Im À = 
> 0 et continues jusqu’à l’axe des réels; il en va de même pour R.. 

Le théorème suivant est d’une grande importance pour la suite. 


Théorème de Wiener-Lévy. Soient Fo(z) une fonction ré 
gulière dans un domaine Ÿ du plan ou d'une surface riemannienne, F (N) une fonc 
tion de R telle que la courbe z = F (À) (—c0 < À < ©) soit conte nue dans D 
Sous ces conditions Fo [F (À)] appartient également à R. 


Le théorème de Wiener de [1-62) est un cas particulier de ce théorème pour 
Fo (2) = ZT 
, Pour poursuivre notre exposé nous aurons besoin de la notion d’indice 
d’une courbe continue orientée dans le plan. Plus exactement c'est un nombre 
égal au rapport à 2x de la variation de l’argument lorsqu'on parcourt cette 
courbe. Si celle-ci est donnée sous la forme 


= DO) (—o <1< Ho), 


où ® (À) est continue et non nulle et ® (+) = ® (—æ), alors l’indice de la 
courbe (ou de la fonction ® (4)) est le nombre entier : 


; 1 
ind ®=-— [arg D (AT. 
Si F; (2) = Ig z, le théorème de Wiener-Lévy devient : 
Théorème 1. Supposons que g (x) appartient à L, G (À) sa transformée 
de Fourier 
1—G(U Æ0 (—o <À< +o) 
ind [1 — GA] = 0. 


et 


IL existe alors une fonction lL (t) de L telle que 
+ 00 
lg [1—G (à)] = | L (t) eiht de. 


Cette formule entraîne aussitôt 1g [1 — G (À)] + 0 pour À —+ + oo. 
Dans la suite on utilisera largement la factorisation des fonctions © (4) 
de la classe R continues sur l'intervalle —o & À & + pour c = 1. Facto- 
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riser w (À) c’est la représenter sous la forme d’un produit de facteurs simples 
one 
oA)=0@ (+) @- 4) (—eo A <+ 00), (458) 
où @_ (À), w+ (À) sont des fonctions régulières dans les demi-plans respectifs 
Im À > 0 et Im À < 0 et continues jusqu’à l’axe des réels. En outre, 
©+ (À) = 0 pour Im À > 0 et © (à) - 0 pour ImÀ< 0. 
De (458) on déduit aisément que 
k = ind @ (À). 





La factorisation (458) est canonique si k = 0. 
Dans la suite nous ne considérerons que des fonctions de la forme 


© )=1—6G(), (459) 


où G (À) est la transformée de Fourier d'une fonction de Z, de sorte que © (+<o)=— 
— {. On peut considérer que 


@+ (oo) = &@- (oo) = 1. 
Formulons les principaux résultats relatifs au problème de factorisation. 


Pour que la fonction (459) admette une factorisation canonique il est néces- 
saire et suffisant que soient réalisées les deux conditions 


© (À) Æ 0 (—oo À € +), ind & (À) = 0. (460) 


Ceci étant la factorisation canonique est unique. Si de plus les conditions 
(460) sont réalisées, il existe une fonction M (t) de L,; telle que 


ue 


o (À) = exp | M (+) ent dt, (461) 
où exp a — e*, et 
Rd < 0 
© (À) = exp | M (behktdt:; w_(\)=exp | M (+) et dt. (462) 
0 — 0 


D'où il s'ensuit que © (À) € R et @+ (À) € R+. 
; Dans la factorisation canonique les facteurs sont déterminés par les formu- 
es : 


1 fil 

Leo = ASE du (mA>0), (463) 
A CA 

lg (= | HE au (Im < 0). (464) 


On a la proposition suivante pour la factorisation. Pour que la fonction 
(459) admette la factorisation (458) il est nécessaire et suffisant que soit réalisée 
la condition 

D) Æ0 (—o <A< +o). 

Dans ce cas l'égalité (458) s'écrit 

À —— 0 


(5) oo Won (—o<i< +00). 
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Ge qui n’est autre que la factorisation canonique de la fonction 


ÀA—i |-R 
Donc les formules (461) à (464) sont valables pour les facteurs w+ (à) si 
on y remplace © (À) par &: os | 
Considérons à présent l'équation (444) : 


(s+] 


pO= 104 À k(—0) p(s ds (&44) 
0 


à noyau k (t) de L+ et introduisons sa transformée de Fourier 
O0 
K (à) = | k (6) etat. 
0 


Avant de formuler les théorèmes relatifs aux solutions de l’équation (444), 
introduisons certains espaces fonctionnels sur l'intervalle (0, œ): les espaces. 
L et Z,; l’espace M des fonctions bornées mesurables ; l’espace C des fonctions. 
continues sur 0 < x & oc et l’espace C’ des fonctions de C telles que f (oo) = 0. 
Par @ nous désignerons l’un quelconque de ces espaces. Toutes les fonctions 
sont ee à valeurs complexes. Dans les résultats qui suivront, @ est 
susceptible de désigner d’autres espaces. Formulons à présent les théorèmes. 
fondamentaux relatifs aux solutions de l’équation (444). 


Théorème 1. Pour que l'équation (444) admette, quelle que soit f (x) 
de @, une solution et une seule dans @ il est: nécessaire et suffisant que soient réali- 
sées les conditions suivantes 


1 — K (à) Z 0 pour oo S\< +, (465) 
= —ind [4 — K (à)] = 0. (466) 


Théorème 2. Si la condition (465) est réalisée, alors l'inégalité v > 0: 
est une condition nécessaire et suffisante pour que l'équation homogène 


Foo 
p@= | 260) p (6) ds (467) 
0 


admette des solutions non nulles dans l'un quelconque des espaces €. 

Ces solutions sont les mêmes dans tous ces espaces et leur ensemble possède une 
base composée de v fonctions @p (x) (k = 0, 1, . .., v — 1) tendant vers zéro: 
lorsque x —+ et liées entre elles par les relations suivantes: 


t 


x @= | ques () de (0, 4, o., v—9), 
0 


t 
qi @= | (5) 546, 
0 
où © 0, En (0) (= 0, 1, ..., v — 2) et () € La. 


Théorème 3. Si la condition (465) est réalisée et v > 0, alors l'équa- 
tion (444) admet une infinité de solutions de 6, quelle que soit f (x) de €. 
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Si au contraire v < 0, alors pour une fonction f (x) de @ donnée l'équation 
444) soit ne possède aucune solution de @, soit admet une solution unique. Pour 
-que le dernier cas ait lieu, il est nécessaire et suffisant que soient réalisées les condi- 
dions suivantes: 


O0 


| FO O0 (k=0, 1, ..., [v|—1), 
0 
-où Ÿ (t) est une base quelconque de l'ensemble de toutes les solutions de l'équation 


homogène transposée 
Co 


vO= | #0 pas. 
0 


| Considérons maintenant la définition de la résolvante de la solution de 
l'équation intégrale principale. 

1. Si les conditions (465) et (466) sont réalisées, on a alors l'unique facto- 
risation : 


[M — X (A) = o+ (À) ow- (à), 


“en outre 
o Q)=1+ |», (0 ét, (68) 
0 
00 
o_(M=1+ | y (D eh at. (468) 
0 
La résolvante est définie par la formule 
PE s)=ve Es) (D | 4 Env (en dr (469) 
0 


(OL, so; yst)}—0 et y-()—0 pour t<0), 


de sorte que pour f(f) de @ la solution de l'équation a pour expression 


pO= + | ve 9 (de. 
0 
La formule (469) peut encore s’écrire 
VÉ s)=Y(É—Ss, 0) +7 (0, s—n+ | vV(G—r, 0)v(0, s—r)dr. (470) 
0 
Si k(t—s)—k(s—t), la formule (470) s'écrit 
min(t,s) 


vÉ, =y(li—s) O+ | YG—r, O)y(s—r, 0) dr. 
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Notons que y4(s) et y-(s) sont les seules solutions des équations 


ve (+ À (60 ve (0 dt =R (6) 

. O<s<-+ 00) 
(+ [et v- 0 dt (0 

0 


dans la classe ZL.. 
2. Supposons qu'est réalisée la condition (465), mais que 


v = —ind [1 — X (à)] > 0. 

Dans ce cas la fonction (1 — Æ (À))-! admet la factorisation : 
À—i 
À +i 

S'agissant des fonctions w- (4) et w+ (4) définies par les égalités 


o-()=6-@ et w.M=(F)" 60) 


Uk Q1=6 D (5) QD (oo <A< +). (471) 


on a la représentation (468) et la formule (469) est celle de la résolvante. 
De plus pour ! = 1, 2, ..., v on a les représentations 


ile, Q) 


gr (t) ei, 
— il | 
Qi 


où gy (s) sont les solutions de l'équation homogène (467). Les solutions op} (s) 
tr dans le théorème 2 peuvent naturellement être exprimées en fonc- 
tion de g} (s). 

3. Si v— —ind [1 — X (4)] < 0, alors l’équation transposée 


PU=1@+ | k(s—t) p(s) ds 
0 


est d'indice —v => 0. Si la formule (471) définit la factorisation de l'équation 
(444), alors, relativement à l’équation transposée, l’on a la factorisation 


M — X QI = ©- (—A) o+ (À), 


où @-(—À) remplace w+ (À) et @+ (—A) — © (À). 

L'ouvrage de M. Krein cité plus haut montre comment il faut appliquer 
les résultats précédents au cas où le noyau k (t) est tel que le produit e-ht k (1) 
appartienne à L pour k réel dûment choisi. En admettant que 


h(t=e-htk (D; pe hip(s; F(9—ehtf(b, 
au lieu de (444) on a l'équation 


p(s)=f + | £(s—t) @( dt, (4449) 
0 


à laquelle sont applicables les résultats précédents et l’on obtient ainsi des 
résultats pour l’équation (444,). 
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Formulons un théorème analogue au théorème 1. Pour que l'équation (444,) 
admette une solution @p (s) (e-hs q (s) € L) et une seule pour tout j (s) telle que 
e-hef (s) € L, il est nécessaire et suffisant que 


41 — K(Â+ih) O0, 
(—oo < À < +oo). 
ind [({ — K(X + ih)] = 0 


Soulignons encore que si Ÿ (t, s) est la résolvante de l'équation (444,), alors 
celle de l'équation (4444) s’exprimera par la formule 


Yn (5) = ehtt-8 ÿ (1, s). 


Ce cas est développé, notamment pour l'équation homogène, dans les 
travaux de M. Krein. 

Considérons sommairement un cas particulier de l'équation (444,) en sup- 
posant réalisées les conditions (465) et (466). On construit aisément des noyaux 
k (t) de L tels que X (à) soit une fraction rationnelle de À. Soit n le degré du 
dénominateur. Ceci étant puisque X (+ æ)=0, alors le degré du numérateur 
est inférieur ou égal à (n — 1) et l’on a 

(A4) (À — 2) ... (A — Qn) 
TAB) Bo) 2 (A Pn) | 

En vertu de (465) et (466) les nombres a, et B, (k = 1, 2, .... n) doivent 
être complexes et de plus les demi-plans inférieur et supérieur doivent contenir 
le même nombre de zéros et de pôles de la fraction. 

Supposons que a;, B; (j — 1, 2, ..., m) sont contenus dans le demi-plan 
inférieur et &;, B; ( — m+1,..., n) dans le demi-plan supérieur et que 
les a; (j — 1, 2, ..., m) sont distincts entre eux. Ceci étant 


m m 
À —; À; 
œQ= TT r—-=1+ 2 Te 


41—K (h)— 


et 
UN 4. mia 
V(4, 0)=—8 Ÿ 4je 1. 
3=1 
Si le noyau k(t) est symétrique, i. e. k (—+t) = k (t), alors y (t, 0) — 
= y (0, t) et 
g 454 ) min (#, s) 
te j —i@;t+as) . i(;+a,) min(é, s) 
YU, s)=i > Ga e [e 1]+ 


ji, 1=1 


m 
-a(t- 
HD 4e I, 
j=1 


Chapitre II 


CALCUL DES VARIATIONS 


Il-1. Position du problème. Expliquons tout d’abord l’objet du 
calcul des variations sur quelques exemples concrets. Soit un milieu 
isotrope non homogène en chaque point duquel est définie la vitesse 
v (x, y, z) qui est indépendante de la direction. Calculons le temps 
mis par un point pour décrire une courbe / à la vitesse indiquée. L'élé- 
ment d'arc ds sera parcouru en un temps égal à ds/v et pour parcourir 
la courbe 1 tout entière il faut un intervalle de temps exprimé pee 
l'intégrale 


ro r 


Fixons les extrémités (9, Yo» Zo) €t (Z1, Y1» 21) de la trajectoire L 
qui, elle, est susceptible de changer. La quantité T variera en fonc- 
tion de L. Ceci étant on dit que 7 est une fonctionnelle de la ligne 1. 
La fonctionnelle T prendra des valeurs qui dépendront du choix de L. 
Un problème d'optique géométrique consiste, les extrémités (24, Yo, Zo) 
et (21, Ya A1) étant fixées, à déterminer / de manière à minimiser la 
fonctionnelle T. Si l’on prend x pour paramètre, la ligne Z peut 
être définie paramétriquement par des équations y (x)! et z (x). 
L'intégrale (1) s'écrit alors 


VIII TS 
Ï En @) 


où y’ et z’ sont les dérivées de fonctions y et z. Le problème consiste 
à chercher des fonctions y (x) et z (x) qui minimisent l'intégrale (2); 
ces fonctions doivent en outre satisfaire les conditions aux limites 
suivantes : 

Y (to) = Yo3 2 (0) = 20; 

y (tm) = Yi; 2(n) = 24. 
Dans le plan, la fonctionnelle (2) s'écrit 

X1 
pu | VER à 2) 
v (x, y) 


X0 
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et le problème se ramène à la recherche d’une seule fonction y (x) 
satisfaisant les deux conditions aux limites: 


y (to) = Yo ÿ (1) = 1. 


Posons maintenant ce problème pour une intégrale multiple. 
Etant donné une courbe fermée ! dans l’espace, on demande de 
construire sur elle une surface qui ait la plus petite aire. Soit À 
la projection de Z sur le plan (x, y) et B le domaine délimité par la 
courbe À. Si z — z (x, y) est l'équation de la surface cherchée, son 
aire est 


S—[[VT+a+4 dry, (3) 


B 


où z, et z, sont les dérivées partielles de z (x, y) par rapport à x et y. 

La quantité S variera en fonction du choix des surfaces. Nous 
avons affaire ici à une fonctionnelle de surface. Le problème consiste 
à trouver une fonction z (x, y) qui minimise la quantité S. Comme 
condition aux limites nous avons les valeurs prises par la fonction 
cherchée sur le contour À. Ces valeurs doivent définir les ordonnées z 
du contour / sur lequel doit être construite la surface. 

Le problème fondamental du calcul des variations consiste pré- 
cisément à chercher les valeurs minimales et maximales des fonction- 
nelles de lignes ou de surfaces, exprimées par des intégrales définies. 
Ce problème est analogue à la détermination du maximum et du 
minimum d’une fonction en calcul différentiel. On sait que ce pro- 
blème est lié à la recherche des extrémums d’une fonction, plus 
exactement on cherche pour quelles valeurs des variables indépen- 
dantes la fonction étudiée prend la plus grande ou la plus petite 
valeur par rapport aux valeurs suffisamment proches. C’est ce 
problème que nous allons considérer pour les fonctionnelles. Aïnsi, 
s'agissant de la fonctionnelle (2) on cherchera une ligne telle que le 
temps 7 mis pour la parcourir soit inférieur à celui mis pour parcourir 
toutes les lignes suffisamment proches. Si une fonctionnelle prend 
sur une ligne ou une surface une valeur pas plus petite (ou pas plus 
grande) que sur toutes les lignes ou les surfaces voisines, on dit tout 
simplement que cette fonctionnelle présente un extrémum sur cette 
ligne ou cette surface. 

Dans la suite nous formulerons avec plus de rigueur la position 
du problème et définirons la notion de voisinage pour les lignes et 
surfaces qui jouent ici le même rôle que les variables indépendantes 
en calcul différentiel. Nous savons que pour déterminer les valeurs 
de x réalisant l’extrémum d’une fonction f (x) il faut résoudre l’équa- 
tion f’ (x) — 0. En calcul des variations on démontre que la ligne 
y = y(x) ou la surface z — z (x, y) donnant l'extrémum d’une 
fonctionnelle doit vérifier une certaine équation différentielle. Notre: 
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premier problème sera de composer ces équations différentielles. Si 
elles sont satisfaites, nous aurons une condition nécessaire d’extré- 
mum de la fonctionnelle, tout comme l'égalité f’ (x) — 0 est une- 
condition nécessaire pour que la fonction f (x) admette un extrémum 
pour une certaine valeur de x. Pour la déduction de ces équations 
nous aurons besoin des deux lemmes suivants. 

II-2. Lemmes fondamentaux. Lemme 1. Si l'intégrale 


X1 


| fn to dr, (4) 


XQ 


où f (x) est une fonction fixée continue dans l'intervalle [x,, xl, s'an- 
nule pour toute fonction n (x) continue avec sa dérivée première et nulle 
aux extrémités, n (xo) = n (x1) — Ô, alors f(x) est identiquement 
nulle dans l'intervalle [x,, xl. 


Faisons la démonstration par l’absurde. Supposons que l’inter- 
valle [x,, x] contienne un point zx — £ en lequel la fonction f (x) 
n’est pas nulle; pour fixer les idées f (£) > 0. Etant continue, la 
fonction f (x) sera également positive dans un certain voisinage 
[£, &.] du point £ entièrement contenu dans {x,, xl. Définissons 
maintenant la fonction n (x) comme suit: 


0 pour LT LE, 
n()= A (z—E:) (x—E) pour E<r<b, (5) 
0 pour &<Lr<Ti. 


La fonction n (x) satisfait toutes les conditions du lemme. En 
effet, par construction n (xs) = 1 (x) — 0. Le produit (x — E,)? x 
X (x — E,)? et sa dérivée première s’annulent pour x — Ë, et x — E.. 
A l'extérieur de l'intervalle [E,, £.] la fonction n (x) est identiquement 
nulle. Elle est donc continue avec sa dérivée première sur l’interval- 
le [x,, xl tout entier. Comme par ailleurs elle est identiquement 
nulle à l'extérieur de [£,, £,], on peut mettre l'intégrale (4) sous la 
forme 


ee 
t 


f(x) (x— 1) (x— &) dx, 


ave 
pen 


d’où il résulte qu’elle est positive puisque l’intégrande est une 
fonction continue et positive dans l'intervalle d'intégration. Or, 
l'intégrale doit être nulle par hypothèse. Cette contradiction démon- 
tre le lemme. 

Démontrons un lemme analogue relativement à l'intégrale 
double. 
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Lemme 2. Si l'intégrale 
| [ft ynte, y) dx dy, (6) 
B 


où f (x) est une fonction continue fixée dans le domaine B, s'annule 
pour toute fonction n (x, y) continue avec ses dérivées partielles premiè- 
res dans B et nulle sur le contour L du domaine B, alors la fonction 
f (x, y) est identiquement nulle dans le domaine B. 


Supposons que f (x, y) est positive en un point (£, €) du do- 
maine B. Elle le sera également dans un cercle de centre (£, £) et 
de rayon p contenu dans B. Définissons n (x, y) comme suit: 


en 0 pour (28 + (220, 
n{x, y) = [x — E)? + (y — 0) — PP. pour (ce —E) + (y— << p°.. 


On vérifie aisément que n (x, y) satisfait toutes les conditions du 
lemme et l'intégrale (6) se ramène à une intégrale d’une fonction 
positive continue sur le cercle mentionné: elle sera donc positive, 
ce qui contredit l’hypothèse du lemme. 

Remarque. Les deux lemmes restent vrais si l’on assujettit 
la fonction n à des conditions plus fortes, si, par exemple, on exige 
qu'elle admette des dérivées continues jusqu’à un ordre n et qu'aux 
extrémités de l'intervalle [x,, x] — ou sur le contour L s’il s’agit 
de l’intégrale (6) — elle s’annule avec toutes ses dérivées jusqu’à 
l'ordre (n — 1). La démonstration est la même, il suffit simplement 
de remplacer dans la formule (5) l’exposant 2 par (n + 1). 

Soulignons également que ce lemme peut être facilement démontré 
pour des intégrales triples et plus généralement pour des intégrales 
multiples. 

Les deux lemmes suivants revêtent un tout autre caractère. En 
fait on aurait pu les grouper en un seul, mais pour plus de clarté 
on les étudiera séparément. 


Lemme 3. Si g(x) est une fonction continue dans l'intervalle 


[ro, x] et si 
X1 


À & (x) n' (a) de —0 (7) 


X0 


pour toute fonction n (x) continue avec sa dérivée première dans xs, t] 
et n (to) = 1 (21) = 0, alors g (x) est constante. 
Soit 
1 
T1— T0 


C—= 





Àgto dr. 
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On a 

Xi 

| Le (æ)— ci de —0, (8) 
et la fonction ji 


n()= | 1e (—c1 dt 


réalise les conditions du lemme de sorte que 
xX1 


Le (x) Le (x) —c) dx =0. 


v 
X0 


En multipliant les deux membres de (8) par c et en retranchant le 
résultat obtenu de la dernière égalité, il vient 

xX1 

| [g (x) — cl? dr — 0, 


X0 


d'où g(x)=c. 
Lemme 4. Sia(x) et b (x) sont continues dans [x,, xl et 
À La (æ) n (a) +6 (2) n' (@)] dx — 0 (9) 


pour toute fonction n (x) satisfaisant les conditions du lemme 3, alors 
b (x) possède une dérivée continue b' (x) = a (x) dans [x,, xl. 


Posons 
LA 


A(D= | a( dt. 
Une intégration par parties  . 
X1 X1 

Ja(e)n(o de — | 4 (an (0 de, 
et l’égalité (9) s'écrit L 

x 

Î—4@ +6 (x) dx =0, 

x0 


et en vertu du lemme (3) 


b{x) = | a (t) dt + const, 


La tt=dt) " 


14 -0727 
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II-3. Equation d’Euler dans le cas simple. Considérons la fonc- 


tionnelle simple 
x1 


J= [ F(x, y, y') dx, (10) 


X0 


où F est une fonction donnée de x, y et y’. On supposera qu’elle est 
continue avec ses dérivées secondes dans un domaine B du plan 
(x, y) quelles que soient les valeurs de y’. La fonctionnelle J prend 
une certaine valeur numérique si nous fixons la fonction y — y (x) 
ou, ce qui revient au même, la courbe y (x) qui est supposée être 
toujours contenue dans B. 

On suppose connues les valeurs prises par la fonction y (x) aux 
extrémités de l'intervalle d’intégration: 


y (Go) = Yos  Y (ti) = Yi. (11) 


On considère que la fonction inconnue possède une dérivée continue. 
On désignera par C, la classe des fonctions possédant une dérivée 
continue dans l'intervalle [x,, xl (et respectivement par C, la classe 
des fonctions possédant nr dérivées continues) ; toutes les fonctions 
considérées dans la suite seront supposées appartenir à cette classe. 
Désignons par e-voisinage de la courbe y — y (x) l’ensemble de 
toutes les courbes y, (x) qui, dans l'intervalle [x,, x] tout entier, 
vérifient l'inégalité | y, (x) — y (x) | & &. Parfois à cette inégalité 
on ajoute une autre: | y; (x) — y’ (x) | < €, i.e. on exige un e-voisi- 
nage des ordonnées et des coefficients angulaires des tangentes. Dans 
le premier cas on parle d’un e-voisinage d'ordre zéro et dans le second, 
d’un &e-voisinage de premier ordre. 


Définition. On dit qu'une fonctionnelle J atteint un extré- 
mum relatif sur une courbe y (x) contenue dans le domaine B, apparte- 
nant à la classe C, et satisfaisant la condition (11), si la valeur qu'elle 
prend sur y (x) n’est pas inférieure (pas supérieure) à celle qu'elle prend 
sur d’autres courbes quelconques de la classe C., situées dans un e-voisi- 
nage de la courbe y (x), et réalisant la condition (11). 


La notion d’extrémum relatif est équivalente à celle de maximum 
et de minimum d’une fonction (t. I {II-8-2]). Introduisons encore une 
notion, celle d’extrémum absolu. Etant donné une classe D de fonc- 
tions y (x), telles que l'intégrale (10) ait un sens, on dit que la fonc- 
tionnelle J atteint sur la classe D un extrémum absolu sur la courbe 
y (x) si elle prend une valeur non inférieure (ou non supérieure) à 
toute valeur prise sur les autres courbes de la classe D. 

Nous allons maintenant nous pencher uniquement sur les extré- 
mums relatifs et ce n’est qu’en fin de chapitre que nous aborderons 
sommäirement l’extrémum absolu. Nous dirons tout simplement 
extrémum au lieu d’extrémum relatif. Dans la suite nous étudierons 
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des fonctionnelles distinctes de la fonctionnelle (10). On peut poser 
le problème des extrémums relatifs et absolus de ces fonctionnelles. 
Déduisons les conditions nécessaires que doit satisfaire la fonction 
y (x) pour que la fonctionnelle J ait un extrémum. Considérons une 
fonction quelconque n (x) nulle aux extrémités de l'intervalle d’in- 
tégration et construisons la fonction y (x) + an (x), où « est un petit 
paramètre numérique. Cette nouvelle fonction vérifie les mêmes 
conditions aux limites que la fonction y (x). En la portant dans la 
fonctionnelle J, on obtient après intégration une fonction dépendant 
du paramètre a: 
xX1 
J(a)= | Fe y(e)+an(, y'(-+an'(a)dr (12) 
X0 
Quel que soit e > 0 donné, la fonction y (x) + an (x) est située 
dans e-voisinage (même de premier ordre) de la courbe y (x) pour 
toutes les valeurs du paramètre suffisamment proches de zéro. Puis- 
que y (x) donne un extrémum de la fonctionnelle J, la fonction (12) 
doit avoir un extrémum pour & — 0 et sa dérivée s’annule donc 
pour & = 0. En dérivant sous le signe somme, on obtient 
x1 
J'(O= Tue, y, v')n + Fe (es y, '}n' (dr 0. 


X0 


Dans les expressions des coefficients de n (x) et n’ (x) on remplace 
y (x) par la fonction qui par hypothèse donne un extrémum de la 
fonctionnelle (10), de sorte que ces coefficients sont des fonctions 
continues en x. En vertu du lemme (4) le coefficient de n° (x) est dé- 
rivable par rapport à x. Une intégration par parties donne 


J'(O)=1Fyn@é+ fn@)[ rer ]æ=0. (13 


Le terme hors du signe somme est nul puisque par hypothèse n (Zo) — 
= 1 (x) = 0 et donc + LL. | 


J'(0)= PT [Fr | dx —0. | 


X0 


En vertu du lemme 1, la fonction y (x) qui donne un extrémum de 
l'intégrale (10) doit vérifier l'équation 


d : È & # ñ 
Fy— Fy=0, (4 


et de plus, comme on l’a vu en portant y (x) dans F,(x, y, y’), on 
doit obtenir une fonction dont la dérivée totale par rapport à zx 


14% 
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est continue. Toutefois on ne peut pas développer cette dérivée 
totale d’après la règle de dérivation d’une fonction composée, i.e. 
d’après la formule 


d / " \ 
Fu = au À uv Y + Fyryg", (45) 


puisqu'on n’a pas admis l’existence d’une dérivée seconde y” con- 
tinue. On montrera plus loin que si sur la ligne y = y (x) la dérivée 
Fyry 0, alors la fonction y (x) possède une dérivée y” continue et 

l'équation (14) pourra donc se mettre sous la forme 
Fyyy" + Fyy y + Fey — Fy = 0. (16) 
Cette équation porte le nom d’équation d'Euler qui le premier l’a 
mise en évidence. C’est une équation différentielle de second ordre 
et son intégrale générale contient deux constantes arbitraires qui 
sont déduites des deux conditions aux limites (11). Le produit J”’ (0) « 
qui n’est autre que la différentielle de la fonction J (&) pour &« = 0 
s'appelle variation première de la fonctionnelle (10). On la désigne par 

ôÊJ. Compte tenu de (13) on peut écrire 
X1 
: ; : d 
6J = J'(0) à = (FyôylEt + | (F,—Fy) 6y dx (A7) 
xo 
(6y = an (x)). 
Démontrons maintenant l'existence de la dérivée continue y” (x) 
sous réserve que Fr, Æ 0. La dérivée totale qui figure dans l’équa- 
tion (14) est la limite de l'expression 
Fp(e+ Az, y+Ay, y'+Ay)—F, (a, y, y”) 
x 


A 4 \ 
= [Fsy) + << LFyy) + ee [Fyry] 


pour Az —0 ; les crochets signifient que les dérivées respectives doi- 
vent être prises pour certaines valeurs moyennes comprises entre 
(x, y, y’) et (x + Ax, y + Ay, y + Ay'). On rappelle que l’on sup- 
pose que les dérivées secondes de la fonction F (x, y, y") sont conti- 
nues. En vertu de ce qui a été dit plus haut, le premier membre possè- 
de, lorsque Az ->0, une limite égale à la dérivée totale de F (x, y, y') 
par rapport à x. Les deux premiers termes du second membre tendent 


vers ' | ; 
Frvy' ÿ; y) et y Fyv' (x, y; y') 


et LF,r,/] vers Fyyr (x, y, y’). Si cette dernière limite est non nulle, 
alors existe 


d | LA ! ! ! 
. . Ay" » La dr 0) — Faye y, 9) V' Egg Es vs 0) 
Lin = = ——_————— 2 — 7 ————, 


Az | Eye Es V3 y) 
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qui est une fonction continue en x sur les portions de la courbe 
y = y (x), où Fr, (x, y,y) 0. Si F,,, — 0 en des points isolés 
de la courbe, alors en ces points seulement y” peut ou ne pas exister 
ou ne plus être continue. 

Si donc l’on suppose que la fonction y (x) réalise un extrémum de 
l'intégrale (10), on est conduit à l'équation (14) ou (16) relativement 
à cette fonction, i.e. ces équations sont des conditions nécessaires 
pour que la fonction y (x) réalise un extrémum de l'intégrale (10). 
On rappelle que y’ (x) est supposée continue. Dans la suite on exa- 
minera le cas où la fonction y’ (x) présente des points de discontinuité 
de première espèce. 

L'équation fondamentale d'Euler (16) est une équation diffé- 
rentielle de deuxième ordre et le problème se ramène à la recherche 
d’une courbe intégrale reliant deux points (xo, Yo), (21, ÿ1) d’abscisses 
distinctes. Formulons à ce sujet le théorème de Bernstein (1912) 
pour (16). 

Si dans l'équation PHAPRUSR 


F (x, y; y'), (18) 


où Fest définie pour toutes se valeurs des arguments, et les fonctions 
F, F,, F,, sont continues en chaque point (x, y) quelle que soit y”, 
il existe une constante k > 0 et des fonctions 


a (x, y) 20, B(x y) >0, 
bornées dans chaque région finie du plan, telles que l’on ait 
Fay y)Tk et 1F(x y, y)1<a(x, y) y? +8 (x, y), 


quels que soient les arguments, alors par deux points quelconques 
(To Yo) et (X1, 1) d’abscisses distinctes il passe une et une seule courbe 
intégrale y (x) de l'équation (18). 

La démonstration de ce théorème figure dans le livre de N. Akhie- 
zer « Leçons de calcul des variations » (en russe). 

II-4. Cas de plusieurs fonctions et dérivées d’ordre supérieur. 
Il est facile de déduire l’équation d’Euler dans le cas où la fonction- 
nelle dépend de plusieurs fonctions, telle par Fr la fonction- 


nelle (2). 
On se bornera au cas de deux fonctions: 
[xs 
J = | F(x, y, y’, 2, z')dz. (19) 


x0 
Soient deux fonctions voisines de y (x) et z (x): 
y (x) +an (x); 2 (x) + ns (x), 


où n (x) et n, (x) sont des fonctions arbitraires nulles aux extrémités 
de l'intervalle. En les portant dans l’intégrale (19), on obtient une 
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fonction J («, «,) de « et &.,, et pour que y (x) et z(x) donnent un ex- 
trémum de la fonctionnelle (19), il est nécessaire que les dérivées 
partielles de J («, &,) par rapport à & et «&, s’annulent pour & — 
= &1 = 0. En effectuant les mêmes calculs que précédemment, on 
obtient relativement à ces dérivées partielles les expressions sui- 
vantes : 


x4 
Ja (0, 0) = [Flo + | n (x) (FF) dx, 
î (20) 





x1 
Jon (0, 0)= Female + | ne (0) (Fe 


, F) dx, 


et puisque les termes hors du signe somme s’annulent, alors, comme 
plus haut, on s’assure que pour que les fonctions y (x) et z (x) donnent 
un extrémum de la fonctionnelle (19), il est nécessaire qu'elles 
vérifient le système de deux équations du second ordre 


d d 
Fy— Fy =0; FF = 0. (21) 
Outre ces équations nous avons les conditions aux limites: 
Y (to) = Yos Y (ti) = Yi 2Z(to) = 203 2 (1) = 21 


qui traduisent le fait que les extrémités de la courbe gauche cherchée 
sont fixées. 


En vertu de (20) la variation de l’intégrale (19) s'écrit : 
ÔJ = Ja (0, 0) a + Ja (0, d'u = 
X1 
x d 
= LPyôy+ Fréni+ | [ (Frs) 6y+ 


X0 
+ (Fr —- Fi) &:| dx (22) 
| (ôy—=an(x); Ôz— an (x)). 
Pour la fonctionnelle dépendant de nr fonctions: 


Y1 (x), cs Un (x), 


X1 


J— | F (x, Ut UP Ve» Us cs Un) Un) dx, (23) 


X0 
les conditions nécessaires d’extrémum seront exprimées par le systè- 
me de x équations du second ordre: 


d 
| PF Ù (k=1, 2 Sas 10), , (24) 
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quant aux conditions aux limites elles seront de la forme 


Yn (to) = YR 5 Vrai) = yE (KE —=1,2,..., n). 
La variation première de la fonctionnelle (23) s'écrit : 


= D Joy (0, 0, “S0ue).) Fur + 
ie h=—1 
XL NN - 
+ | > (Fr rs) Oyr dx (8: — ann (x)). (25) 
xo R—1 


Considérons maintenant le cas où l'intégrale contient les dérivées 
de la fonction cherchée d’ordre supérieur au premier : 


X1 
j= | Fa y y',..., y)dx. (26) 
x 


Comme précédemment construisons une courbe voisine y (x) + an (x), 
portons son expression dans l’intégrale (26) et dérivons par rapport 
à a pour &« — 0. On obtient 


xX1 
J'(0)= À Fonte) + Fyn (a) ++ Fimn® (Hide. (27) 
X0 
Transformons tous les termes du second membre à l'exception du 
premier en les intégrant plusieurs fois par parties: 
X1 
| Fan (x) dx — EAU (x) — 


X0 


— 75 Font (e) ++ (IS 





F mn @ [° + 


+(—1} a 2 _Fjon(a) dr. (28) 
X0 
Nous supposons que n (x) et toutes ses dérivées jusqu’à l’ordre 
(n — 1) s’annulent aux extrémités. Ceci entraîne la disparition des 
termes non situés sous le signe somme: en égalant J” (0) à zéro, on 
obtient la condition : 
xX1 
, d dn 
J'(0)— | NC Le Fort + (0) er Fm |dr=0 
x 
qui, en vertu de la remarque relative au lemme 1, nous conduit à 
l'équation d’Euler suivante: 


Foy Ft ee (AP EE Fen = 0. (29) 
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C'est une équation différentielle d’ordre 2n. Son intégrale générale 
renferme 2n constantes arbitraires et nous devons disposer encore 
de 2n conditions aux limites. Dans le cas le plus simple, ces conditions 
se ramènent à la donnée de la fonction et de ses dérivées jusqu’à 
l’ordre (n — 1) aux extrémités de l'intervalle. Ces conditions aux 
limites entraînent que les grandeurs analogues pour n (x) doivent 
s’annuler. Rappelons que toutes les fonctions intervenant dans les 
formules précédentes sont supposées continues de sorte que, par 
exemple, la fonction inconnue y (x) possède des dérivées continues 
d'ordre 2n (i.e. appartient à C,,). 

En étudiant les fonctionnelles (23) et (26), nous sommes conduits 
aux équations (24) et (29) en supposant dans le premier cas que les 
fonctions yz (x) (k = 1, 2, ..., n) possèdent des dérivées continues 
jusqu’au second ordre et dans le deuxième cas que la fonction y (x) 
admet des dérivées continues jusqu’à l’ordre 2n. On peut sous certai- 
nes conditions montrer que cela sera effectivement ainsi. On a la 
proposition suivante relativement à la fonctionnelle (23): si les 
fonctions y (x) (k — 1, ..., n) donnent l’extrémum de la fonction- 
nelle (23) et que le déterminant 


Fe | (i, k=1, 2: …. n) 


soit non nul le long des courbes y, — y, (x) (k = 1,2,..., n), alors 
yr (x) possèdent des dérivées secondes continues. S’agissant de la 
fonctionnelle (26), en égalant la variation première à zéro, on obtient 
l’équation suivante: 


{x x x 
Fy— | F ns dx + | | F nn dx dr + 
xo Xo Xo 
X x x 
….+(—1)" .… \ F,dzxdz ... dx=— 
oi 
NRA RS 


n 


= Co+Ci(r— to) +... +Cna(z— to), (30) 


OÙ Cor Cas - + + Cn-1 Sont des constantes arbitraires. Ceci repose sur 
le lemme suivant (cf. lemme 3 [II-2]). 


Lemme. Si relativement à une fonction continue M (x) l’on a 
l'égalité 


[ur (x) n°” (x) dx =0 (31) 
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pour toute fonction n (x) possédant des dérivées continues jusqu’à l’ordre 
n et satisfaisant les conditions 


n (Go) = 1° (to) =... =? (x) = 0, 
n (a) = n° () =... = nn (&) = 0, 


alors M (x) est un polynôme de degré (n — 1). 


Si y (x) possède des dérivées continues jusqu’à l’ordre 2n, alors 
en dérivant n fois l’équation (30), on obtient l'équation (29). Si F 
possède des dérivées continues jusqu’à l’ordre (n + {) par rapport à 
tous ses arguments, alors les dérivées totales respectives par rapport 
à x peuvent être développées selon la règle de dérivation des fonctions 
composées [cf. (15)]. 

II-5. Cas des intégrales multiples. On se propose maintenant de 
déduire la condition nécessaire d’extrémum pour une intégrale mul- 
tiple, qui est due à M. Ostrogradski. Soit l'intégrale double 


pe Î | F(t, YU, Ux, Uy) dx dy, (32) 
B 


où u,, u, sont les dérivées partielles de la fonction w (x, y), B un 
domaine fini du plan X Y. On suppose que la fonction F (x, y, u, p, q} 
possède des dérivées continues jusqu’au deuxième ordre si le point 
(x, y, u) est contenu à l’intérieur d’un domaine tridimensionnel #, 
et p et q sont quelconques (p = u,; q = u,). On cherche une surface 
u = u (x, y) contenue dans % de bord À dont la projection univoque 
sur le plan X Ÿ donne un domaine B de bord ! réalisant un extrémum 
de la fonctionnelle (32). Autrement dit, on cherche une fonction 
u (x, y) dans le domaine B, réalisant un extrémum de la fonctionnelle 
et prenant des valeurs données sur /. On suppose que u (x, y) possède 
des dérivées continues jusqu’au deuxième ordre dans B. Composons 
les fonctions voisines u (x, y) + an (x, y), où n (x, y) est une 
fonction arbitraire nulle sur /. En portant cette fonction dans l’inté- 
grale (32) et en dérivant par rapport à & pour « — 0, on obtient 
l'expression suivante pour la variation première de la fonctionnelle : 


ÊJ —J(0)a=a | | (Fan + Fusnx + Fu,ny) dx dy. 
B 


Transformons les deux derniers termes en utilisant la formule connue 
de Riemann 


j1 (-S) dx dy = Î P dx+Q dy. 
B 


l 
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À À Œuuns+ Fay) dx dy — 


B 


DETENTE 


B 


— [nf de dy= | (nFu, dy —nPu, 40) — 
B l 
_ [1 | (2 Fax Fuy) dx dy. 


On obtient donc l'expression suivante pour la variation première : 


87 — | Eu (Fa, dy— Fa, da)+ || (Fa Pa Fu,) Gu dx dy 
B 


l 


(ôu — an (x, y). (33) 


Pour qu'il y ait extrémum, il est nécessaire que la variation première 
soit nulle ou, puisque par hypothèse n (x, y) est nulle sur /, on peut 
affirmer que l'intégrale double du second membre de (33) doit être 
nulle. On obtient ainsi, en vertu du lemme (2) [II-2], relativement à 
la fonction inconnue w (x, y) réalisant un extrémum de la fonctionnel- 
le (32), l'équation d’Ostrogradski suivante: 


(] 


Ô 
Fur Fuseau 0, (34) 


y == 
ou en développant 
Eu uxx + 2FuquyUxy + Faut + Fugulx + 

+ Fuuly + Fu + Fyuy— Fu = 0. (35) 


Nous avons obtenu une équation aux dérivées partielles de deuxième 
ordre, qui doit être vérifiée à l’intérieur du domaine. La condition 
aux limites, comme nous l’avons souligné plus haut, est la donnée 
de u sur le contour L. 

Dans le cas d’une intégrale multiple dépendant de plusieurs 
fonctions, on cherchera un système de telles équations. Dans le cas 
d’une intégrale triple et d’une fonction u (x, y, z) dépendant de 
trois variables indépendantes, on obtient une équation de la forme 
suivante : 


0 (36) 
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Si sous le signe somme figurent les dérivées de la fonction w (x, y) 
jusqu’à l’ordre n, alors l’équation d’Ostrogradski s’écrit 


Ô ) 02 0? 
ME nur EE STE 2! 
ê2 n 9" 
Fe Fay +0 ge Fuyy. y = 0: (37) 


Dans les raisonnements précédents nous avons toujours admis la 
continuité de toutes les fonctions étudiées. L’on admet d’autre part 
qu'il est possible, lorsqu'on établit la formule (33), d'utiliser la 
transformation d’une intégrale double en intégrale curviligne, en 
raison du comportement des dérivées partielles u, et u, au voisinage 
du contour / du domaine B. Nous reviendrons sous un point de vue 
plus général sur le problème de l’extrémum d’intégrales multiples 
avec des conditions aux limites données. 

II-6. Remarques relatives aux équations d’Euler et d’Ostrogradski. 
Considérons d’abord l'équation d’Euler (14) dans son cas le plus 
simple. Supposons que la fonction F ne contienne pas y. L’équation 
s'écrit donc 

d 
"dr y" == 0 
et possède une intégrale première évidente F,, = C. Si F ne contient 
pas x, on vérifie aisément que l’on a l’intégrale première 


F—-yFy =cC. (38) 
Effectivement, 
d ! ! " " , 1, 
ne (VE) = Euy + Fyy — Fey — Ep — Fury = 
= —Y" (EyyY + Fyryy — FF). 


Comme F ne contient pas x, le terme en —y” est le premier membre 
de l’équation d’Euler et donc 


d ’ 
x (—Y'Fy) =0, 


i.e. nous avons effectivement l'intégrale (38). 
Si F ne contient pas y’, alors l’équation d’Euler (14) est 


Fy (2; y) = 0, 


i.e. au lieu d’une équation différentielle nous obtenons une équation 
finie. Celle-ci nous donne une ou plusieurs courbes, mais non pas une 
famille dépendant de deux paramètres, comme dans le cas d’une 
équation différentielle et nous pouvons en général réaliser les con- 
ditions aux limites. 
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Signalons maintenant les cas où l’équation d’Euler se transforme 
en identité. Supposons que F = À (x, y) + B (x, y) y’ et 
0A 0B 
On vérifie aisément que le premier membre de l'équation (14) est 
identiquement nul et l’intégrale (10) peut se mettre sous la forme 


J= | Ada+Bdày, (40) 
l 


en vertu de (39) cette intégrale ne dépend pas du chemin !, i.e. prend 
la même valeur quelle que soit la courbe reliant les points (xs, yo) 
et (21, Y1), ce qui traduit le fait que l'équation d’Euler se transforme 
en identité. Il est aisé de voir que dans ce cas on peut écrire 
’ d 
F(z, y; y )=— G (x, y), 

où G (x, y) se définit comme l’intégrale (40) avec une limite supé- 
rieure variable. 

D'une façon analogue si l’intégrande (26) est la dérivée totale 
par rapport à x d’une fonction dépendant de (x, y, y", ..., y®-?), 


, d : L 
F (x, Ys Us... y) = G (x, y, y, PTE | Da 


alors l'équation d’Euler (29) se transforme en identité. 
Considérons maintenant la fonctionnelle (32) et supposons que 
l’intégrande est une fonction de la forme 


0A 0B 
F(x; Us U, Ux, M) Toy» (41} 


où À et B sont des fonctions de (x, y, u). On vérifie immédiatement 
par une substitution que l'équation d'Ostrogradski se transforme 
en identité. Ceci a lieu parce qu’en vertu de la formule de Riemann, 
l'intégrale double de l'expression (41) est égale à: 


| 4ay—Ba» 
l 


et donc la valeur de cette intégrale double est complètement définie 
par les valeurs prises par la fonction w sur le contour / du domaine B. 
Si l’on fixe w sur le contour, alors l’intégrale double étendue au 
domaine B prendra la même valeur, quelle que soit la fonction u. 

L'expression de la forme (41) peut être appelée expression de type 
divergence. Remarquons que si à l’intégrande d’une fonctionnelle 
(32) on ajoute une expression de type divergence, il est évident que 
cela ne modifiera pas l'équation d'’Ostrogradski, i.e. la nouvelle 
fonctionnelle aura la même équation d’Ostrogradski que la précé- 
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dente. Ceci découle directement du fait que le premier membre de 
l'équation (34) est une forme linéaire homogène en F et en ses déri- 
vées partielles. 

Nous avons vu plus haut que si l’intégrande de (32) est une expres- 
sion de type divergence, alors l’équation d’Ostrogradski se transforme 
en identité. On peut démontrer la réciproque. 

Si l’intégrande F contient les dérivées partielles d’ordre supérieur 
à la première, alors comme plus haut la condition (41) est nécessaire 
et suffisante pour que l'équation d’Ostrogradski (37) se transforme 
en identité. Ceci étant, À et B peuvent renfermer des dérivées partiel- 
les du même ordre que F. Ainsi, 


Den 
F — Usxlyy — Uxy — (UxUyy)x es (UsxUxy)ys 
et on vérifie aisément que l’équation (37) se transforme en identité. 


II-7. Exemples. 1. Considérons la fonctionnelle (2;) en supposant 
vx, y) = Vy: 


J—- | VIH pe. (42) 
X0 Vy 


On est conduit à cette fonctionnelle en étudiant le problème de la brachisto- 
chrone: parmi les courbes reliant deux points donnés (x,, yo) et (x1, y) trouver 
celle qui est parcourue dans le temps minimum par un point matériel soumis 
uniquement à la force de la pesanteur. On suppose que l'axe des y est orienté 
verticalement vers le bas, i. e. dans le sens de l'action de la force de pesanteur. 
L’intégrande de la fonctionnelle (42) ne contenant pas x, on déduit immédiate- 
ment l'intégrale première de l'équation d’Euler: | 


VAT UE 
VY Va VIE VO. 


ou 
Ci y 
= ————. 43 
y à (43) 
En supposant 
Ci 
y=— (1— cos u), 
2 
On à 


/ 


= u’sinu 

y a 9 , 
en portant dans (43), on obtient après simplification 
_ (1— cos u) du — +dx, 


et donc 
Ci « Ci 
z=+—-(u—sin u)+ Co; y=—- ({—cos u). 


On voit que les extrémales de la fonctionnelle (42) sont des cycloïdes. Les 
constantes C. et C, sont définies par la donnée des points initial et final. Si l’un 
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de ces points est l’origine des coordonnées, il faut alors poser C, = 0 et on 
obtient cette origine en annulant le paramètre v. Soulignons que Îe problème: 
considéré présente une indétermination, plus exactement lorsque u — 0, on 


# . LJ C2 LA d e - LA # - - Lé 
vérifie sans peine que y’ = _ est infinie et le dénominateur de l’intégrande de 


(42) _ nul. On lève cette indétermination en passant à la variable v dans l’in- 
tégrale. 

2. Soient (u, v) les coordonnées paramétriques définissant la position d’un 
point sur une surface et 


dsi = E (u, v) du? + 2F (u, v) du dv + G (u, v) dv? 
le carré de l’élément de longueur de ligne sur cette surface (t. II [V-2-2]). 


On appelle géodésiques d’une surface les lignes définies à partir de la con- 
dition nécessaire de minimum de l'intégrale 


u1 
| E+-2Fv + Gr? du, (44) 
UT) 


qui exprime la longueur d’une courbe sur laquelle v est considérée comme fonc- 
tion de u. L’équation d’Euler s'écrit 
4 Ey+2F,v'+Gv'? d F+G' 


2 VE+2Fv+G? du VE+2Fv+G'è 


Considérons la sphère centrée à l’origine et de rayon unité: 


x = sin 0 cosp; y = sin 6 sin p; z = cos (. 
On a 
ds? — 40? + sin? 6 dp°, 

et l'intégrale (44) s'écrit 

01 

| VIFS T6 00, 

60 
où p’ est la dérivée de @ par rapport à 0. L'intégrande étant une fonction ne 
dépendant pas de , on a l’intégrale suivante: 

sin? 6p” 
V1+ sin? 69? 
En posant C; — 0, on obtient la solution évidente q — const. Autrement 

dit, les géodésiques seront les méridiens de la sphère, i. e. tous les grands cercele 
passant par les pôles de la sphère où 8 = 0 et x. Le choix du pôle étant arbitraire, 


il est évident que tous les grands cercles de la sphère seront des géodésiques. 
3. Considérons un problème d’optique géométrique dans l’espace: 


Ca 


“ VI-+y2+72 " 
J — N'a Î n (y, z) 1+y'2+22 dx (45) 
v (y, 2) : 
0 


X0 


dans le cas où la vitesse v ou l’indice de réfraction nr —v-! ne dépendent pas de x. 
Si l’on écrit l’équation d’Euler pour l'intégrale (45) et qu’on la résolve 
relativement à y” et z”, on obtient les équations suivantes 


ny" = ny +yt+r); n'en (A+yi+ 78), (46) 
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et on a de toute évidence l'intégrale première: 


n=C VI1+y?+72. (47) 
Si n ne dépend pas de y, alors la première des équations (46) donne y” — 0, 
i.e. y — Cix + C, et toute extrémale est donc une courbe plane contenue dans 
un plan parallèle à l’axe z. Si l'on pose v — V2, on obtient le problème de la 
brachistochrone dans l'espace, l’axe z étant orienté dans le sens de la force de 
pesanteur. — ; ! 
Posons maintenant n = z-! et considérons uniquement le demi-espace 
z>0. En portant n = 2-let y = Cr + C, dans la formule (47), on obtient 
relativement à la fonction z une équation du premier ordre à variables séparables : 


Cz dz _. 
VI-U+CD C27 


1 
(x — Ca)? + C? G—C+È= TE cr: 


d’où 


re 1 
En remplaçant C par la nouvelle constante arbitraire À Tree et Ca 
par C;=Co—+CiCa et en posant 
C2=- (y—C:)? 
Fr (æx—Cs} ? 
puisque y = Cix + C», on peut écrire la formule précédente sous la forme 
(—Cs)+(y—C)+r= ci. (48) 


Donc les extrémales de la fonctionnelle 


“1 2 12 
T= | VIH Her à, 


z 
0 
sont des demi-cercles, intersections des sphères (48) de centres contenus dans le 
plan z — 0 et des plans y = Cix + C, perpendiculaires au plan z = 0. 
On peut donner une intéressante interprétation géométrique au résultat 
obtenu. Si dans le demi-espace z >> 0 nous définissons l'élément de longueur, 
i.e. une métrique, par la formule 


ds _ Var + df + dé 


z 


alors l'intégrale (45) exprimera la longueur de la courbe dans la métrique adop- 
tée. Puisque z figure sous le signe somme au dénominateur, la longueur de la 
courbe tendra vers l'infini lorsque celle-ci se rapprochera du plan z = 0, i.e. 
ce plan sera à l'infini pour la géométrie pourvue de cette métrique. 

Les demi-cercles mentionnés plus haut joueront le rôle de droites dans 
cette géométrie. On appellera également droites dans cette géométrie les demi- 
droites perpendiculaires au plan z— 0. Ces demi-droites ne sont autres que 
les demi-cercles dégénérés mentionnés plus haut. On appellera plans des demi- 
sphères dont le centre est contenu dans le plan z = 0 ou les demi-plans qui lui 
sont perpendiculaires. Ces définitions étant adoptées, on vérifie aisément que 
tous les axiomes de la géométrie euclidienne, à l’exception de celui des droites 
parallèles, sont valables pour les points, droites et plans de cette géométrie, 
i.e. dans le demi-espace z = 0 nous obtenons tout simplement une géométrie 
de Lobatchevski. Remarquons que dans le cas d’une droite perpendiculaire au 
plan z = 0, nous ne pouvons prendre x pour variable indépendante. Pour ne 
pas avoir à choisir la variable indépendante, nous allons chercher l'équation 
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des extrémales sous la forme paramétrique: x (+), y (t), z (t). L'intégrale consi- 
dérée plus haut s'écrira alors 


Z 


dt. 


to 
Dans la suite nous étudierons le problème fondamental du calcul des variations 
dans le cas où la courbe est donnée paramétriquement. Sous forme parer que 
les demi-droites mentionnées ci-dessus seront les extrémales de l’intégrale J. 
Dans le plan, l'intégrale s'écrit 
M1 X1 


2 2 2 
J= | VE | | Hé 
y y 
Mo X0 


et les extrémales seront des cercles centrés sur l’axe des x ou des droites per- 
pendiculaires à cet axe. Dans le demi-plan y = 0 les demi-cercles et demi-droi- 
tes indiqués joueront le rôle de droites et l’on y aura une géométrie plane de 
Lobatchevski. En particulier, par deux points quelconques M, et MA de ce 
demi-plan, il passe une extrémale et une seule. 

4. Parmi Mes lignes reliant les points M, et M, du plan XŸ trouver celle 
qui, en tournant autour de l'axe Ox, engendre une surface d’aire minimale. 
L'aire de la surface de révolution est exprimée par l'intégrale (t. 1 [III-3-6]) : 


M: x1 
S=2n | y Var +ay=2n | y V1+y"? dx, 
Mo Xo 


et en chassant le coefficient 2x, on est conduit au problème de l’extrémum de 
d’intégrale 
x1 
J=— | y Vi+y dr. 
x0 


L'intégrande ne dépendant pas de x, l’intégrale (38) de l'équation d’Euler 
s'écrit: 


12 
y VERT ER LT d'OÙ ———— — dr. 


VT+y3 Ci 





Une intégration donne 
2—Ci= Cle (+ Vyi—Ci)—Cilg Ci 


ou 
x—C2 


y+Vy—Ci= Cie À, 


et finalement 


Les extrémales sont donc des chaînettes d’axe de symétrie parallèle à OY 
{t. I! [VI-1-9]). On démontre dans le problème considéré que par les deux points 
donnés M, et M, il ne passe pas toujours une extrémale et une seule. Il peut 
en passer deux, une ou aucune selon la position de ces points. 

Nous avons vu plus haut que les géodésiques d'une sphère sont ses grands 
cercles. Si les points M, et M, d’une sphère ne sont pas diamétralement opposés 
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on peut les relier par deux arcs d’un et d’un seul grand cercle. Si les points M, 
et M, sont diamétralement opposés, on peut les joindre par une infinité de 
demi-grands cercles de cette sphère. 

L'équation d'Euler n'étant qu’une condition nécessaire d’extrémum de la 
fonctionnelle correspondante, il nous est donc impossible de conclure si l’extré- 
male trouvée réalise effectivement un extrémum.iDans la suite nous citerons des 
conditions suffisantes. Dans le cas des géodésiques de la sphère, le plus court 
chemin d’un point M, à un point M, est le plus petit des arcs du grand cercle 
passant par ces points. Aucune ligne reliant les points M, et M, de la sphère 
ne peut donner la plus grande distance entre. ces points. Il est évident qu’on 
peut tracer sur la surface de la sphère une ligne joignant M, et M, plus longue 
et aussi proche que l’on veut d’une ligne donnée passant par ces points. 

5. Soit à déterminer l’extrémum de l'intégrale 


J= | Vi+ui+ur dx dy. 
B 


Nous avons vu plus haut [II-1] qu’on est conduit à étudier ce problème 
lorsqu'on cherche la surface de plus petite aire construite sur un contour donné. 
Si nous construisons sur un contour donné une surface quelconque, il est évident 
que l’on peut construire sur le même contour une surface d’aire supérieure aussi 
proche que l’on veut de la précédente. Donc, dans ce cas, l’extrémum de l’inté- 
grale se ramène uniquement à la recherche de son minimum. En portant l’inté- 
grande dans l'équation (34), on obtient l’équation différentielle de deuxième 
ordre relativement aux surfaces minimales cherchées 


r (+ q?) — 2spq + t (1 + p?) = 0 (49) 
(= ux  Q= UT = Ur S = Uxys À = Uyye 


Rappelons que la courbure moyenne d’une surface est définie par la formu- 
Le (t. IT (V-2-6]): é 


41 1 EN—2FM +GL 
Fe (tr) Se 159) 
où E, F, ..., M, N sont les coefficients des première et deuxième formes de 


Gauss. Si l'équation de la surface est explicitement donnée, on a (t. II [V-2-3]): 
E=1+p; F=pg; G—1+4%; 
r . s : t 


——————— } M = —— = 9 N= ? 
Vire er Vire 

et l’équation (49) traduit le fait qu’en tous les points de la surface minimale la 

courbure moyenne doit être nulle. Nous retrouvons donc le résultat obtenu précé- 

demment par variation de l’élément de l'aire de surface. 

L'équation (49) est une équation aux dérivées partielles de deuxième ordre 
et à deux variables indépendantes rappelant en quelque sorte celle de Laplace. 
Nous allons montrer qu'en utilisant les fonctions analytiques de la variable 
complexe on peut résoudre l'équation (49) exactement comme nous avons résolu 
l'équation de Laplace (t. III, [1-2]). De la formule (50) il vient immédiatement 
H = O0 si sur la surface sont réalisées les conditions: £ — G — M = 0. Soitr 
le rayon vecteur de la surface de composantes (x, y, z). On peut mettre les 
conditions précédentes sous la forme (t. II [V-2-3]): 


L 


2—p2— pm" m0 
Tr =r=rpmMm=O, 


où m est le vecteur unitaire de la normale à cette surfate. Ces conditions seront 
a priori réalisées si r est tel que L 


DD m2 pe cp? — 
T0 “e=0; Tr”, =. 


15—0727 
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Les deux premières égalités sont des égalités scalaires, la troisième est 
vectorielle. En les développant, on obtient: 


(ae) +) (a) es (+ 60 


02x ©?y 02z 
Ouôv  duôdv ôuôdv = (52) 


L'égalité (51) n’est visiblement pas réalisée si les dérivées des coordonnées 
par rapport à w et v sont réelles. Supposons que les coordonnées sont des fonc- 
tions analytiques des variables complexes et v. Les égalités (52) montrent 
que (x, y, z) doivent se présenter sous forme d’une somme de fonctions unique- 
ment de w et de fonctions uniquement de v (t. II [VII-1-2]): 


z = Qu (u) + Wa (0); y = Po (u) + Ye (0); 2 = ps (u) + Ÿs (v), (53) 


et, en outre, en vertu de (51) on doit avoir 


3 : 3 
> pi? (u)=0 ; à 2 (v)= 0. 


Posons u = p + oi. Pour obtenir une surface réelle on suppose que 1, (v} 
prend des valeurs conjuguées complexes de ®, (u). Plus exactement, on suppose 
que v = p — oi et les fonctions 4, (v) prennent des valeurs conjuguées com- 
plexes de celles de p, (u) en des points symétriques par rapport à l’axe des 
réels. Les formules (53) s’écrivent alors 


x — 2Re p; (u); y = 2Re p, (u); z — 2Re p3 (u), 
où Re désigne la partie réelle. Le facteur 2 n'influant pas sur la dépendance 
fonctionnelle, on peut écrire 


z = Reqpi(u); y = Re @, (u): z = Re ps (u), (54) 
où les fonctions analytiques ®, (u) sont assujetties à la condition 
3 
Ÿ pi(u)=0. (55) 
s=1 


Dans l'écriture paramétrique (54), les paramètres réels sont p et o, i.e. 
les parties réelle et imaginaire de la variable complexe u. On peut prendre l'une 
des fonctions p. (4) pour variable complexe indépendante; par exemple poser 
t — 3 (u) et admettre que les deux premières fonctions dépendent de la variable 
complexe t. Elles doivent être liées par la relation: 


pi”) + ps? (t)+1=0. 
On remarque donc que l’ensemble des surfaces minimales obtenues dépend 
d’une seule fonction analytique. On peut, par exemple, écrire 


z—=kRe qi (ét); y=Rei | VIF ® dt; z—kRet, 


où œ, (ft) est une fonction analytique quelconque de la variable complexe t. 
On peut se servir d’une écriture plus symétrique, en l'occurrence: 


2 =Rèel [ #(u)—uf' (u)— RE g (a) |, 





y=Re | f(u)—uf (+ pr |, 
2=Rei[f' (u)—uf” (u), 
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où f (u) est urie fonction analytique quelconque. On s’assure aisément que les 
fonctions figurant sous le symbole Re vérifient effectivement la relation (55). 
6. Considérons la fonctionnelle 


Ds Î Î (u2+u2) de dy, (56) 
B 


où B est un domaine borné quelconque du plan (x, y). En vertu de (34) l’équa- 
tion d’Ostrogradski s'écrit pour cette fonctionnelle: 


Uxe + Uyy — 0, 


nous reconnaissons là l'équation de Laplace. On peut s'attendre à ce qu’une 
fonction harmonique, prenant des valeurs aux limites données sur un contour Z 
du domaine PB, réalise le minimum de la fonctionnelle (56) par rapport aux 
autres fonctions continues dans le domaine fermé B, pourvues de dérivées par- 
tielles de premier ordre, continues dans B et prenant sur / les mêmes valeurs 
aux limites que la fonction harmonique indiquée ci-dessus. Cependant nous 
n'avons pas la démonstration rigoureuse de cette proposition, car l’équation 
d'Ostrogradski ne fournit que la condition nécessaire d’extrémum et, de plus, 
lors de la déduction de cette équation il ne faut pas oublier que nous avons 
admis que la fonction inconnue était pourvue de dérivées secondes continues. 
On supposera que B est un cercle centré à l’origine des coordonnées et de rayon 
unitaire. 

Nous savons que quelles que soient les valeurs continues données sur le 
contour il existe une seule fonction harmonique v donnant la solution du pro- 
blème de Dirichlet. Mais comme nous ne savons rien du comportement des déri- 
vées premières de cette fonction à son approche du contour, nous ne pouvons 
donc pas affirmer que la fonctionnelle (56) prendra une valeur finie pour la 
fonction harmonique construite. En fait il s’avère que l’on peut se donner des 
valeurs limites continues sur le contour telles que la fonctionnelle (56) attachée 
à la fonction harmonique construite soit égale à (+), plus exactement, si 
l'on prend l'intégrale (56) sur un cercle concentrique B, de rayon r inférieur 
à l’unité, alors lorsque r — 1 cette intégrale tendra vers l'infini. On démontre 
que ceci étant, la fonctionnelle (56) sera égale à (+) pour toute fonction pour- 
vue de dérivées premières continues et prenant les mêmes valeurs aux limites. 

On a en général le théorème suivant : si pour des valeurs aux limites données 
sur un contour l, la fonctionnelle (56) prend une valeur finie relativement à une 
fonction u, alors cette fonctionnelle est également finie pour les mêmes valeurs aux 
limites relativement à une fonction harmonique v et l'on a D (v) < D (u), l'éga- 
lité étant réalisée si seulement u coïncide avec v. 

La démonstration de cette proposition sera donnée plus loin. Nous allons 
démontrer ce théorème moyennant une condition supplémentaire, à savoir que 
la fonction harmonique v possède à l’intérieur du cercle des dérivées partielles 

remières bornées. Ceci étant, l'intégrale (56) est visiblement finie pour cette 
onction. La fonction doit se présenter sous la forme u = v + @, où q s’annule 
sur le contour du domaine et admet des dérivées premières continues à l’inté- 
rieur. La fonctionnelle (56) s’écrit pour cette fonction 


D(+p)= D (+2 (+2 | À Guge+vm) ddr. (6 
B 
En appliquant la formule de Green au cercle B, de rayon r < 1, on obtient 


: £ ô 
À À Gspe+uygs) ar av=— [À qavds dy+ | o Pa. 
B B. Sn 


r r 


15% 
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Comme v est une fonction harmonique, l'intégrale double du second membre 
s’annule; l'intégrale curviligne prise le long du cercle C, de rayon r < 1 est 
nulle à la limite car lorsque r —+ 1, ® tend uniformément vers 0 relativement 
à l'angle polaire et 0v/ôn reste limité. Donc l'intégrale du premier membre tend 
à la limite vers 0 et la formule (57) peut s’écrire 


D (v +) =D (v) +D (y). 


Or, nous avons visiblement D (p) > 0, l'égalité étant réalisée si seulement 
est identiquement nulle dans le cercle B. Donc nous avons effectivement 
D (v) < D (u), l'égalité n'étant réalisée que si v est confondue avec v. 


II-8. Problèmes isopérimétriques. Rappelons le problème des 
extrémums relatifs dans le cas de fonctions de plusieurs variables 
(t. I [V-2-7]). D'une manière analogue on considère en calcul des 
variations des problèmes relatifs à l’extrémum d’une fonctionnelle 
sous réserve que la fonction cherchée satisfasse à des relations supplé- 
mentaires. En particulier, considérons le problème suivant: parmi 
les courbes y (x) telles que l’intégrale 

xX1 


Ji= | G(e y, v}de—a (58) 


X0 


prend une valeur donnée a, trouver celle qui réalise l’extrémum de 
l'intégrale 
x4 


J= | F(x, y, y) dx. (59) 


Xo 


Ce problème porte le nom de problème isopérimétrique. Il tient sa 
dénomination du problème fondamental qui consiste à trouver une 
courbe fermée de longueur a limitant la plus grande aire (i.e. un 
cercle). Ce problème se ramène à un problème variationnel ordinaire 
sans condition supplémentaire à l’aide du théorème suivant : 


Théorème d'Euler. Si une courbe y (x) réalise l’extré- 
mum de l'intégrale (59) avec la condition (58) et les conditions aux 
limites ordinaires (11) et si y (x) n'est pas une extrémale de l'intégrale 
(58), il existe alors une constante À telle que la courbe y (x) soit extrémale 
de l'intégrale | 

: | 
[AG y y)dr, où H=F+6. (60) 
xo 
- Introduisons la fonction voisine de y (x): 


y (2). +. aim (&) + œone (x), (61) 


où &, et «&, sont des petits paramètres et n, (x) et n, (x) des fonctions 
jouissant des propriétés ordinaires et nulles aux extrémités de l'in- 
tervalle d'intégration. En portant cette fonction dans l'intégrale 
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(58), on obtient: 
x1 
Ji, @) = Î G(&, y+ Qi + Gode, Y° + ani + Gen) dx. 
x 


En effectuant des calculs ordinaires, il vient 


07, 


Bin ((o-o)née et 2. 


X0 





Comme y (x) n’est pas une extrémale de la fonction (58), la 
différence Gy — Z Gy» n’est pas identiquement nulle dans l’inter- 


valle (xs, z,) et l’on peut visiblement choisir une fonction 1: (x) 
telle que l'intégrale 


&1 
J(a-Hc)ne 


X0 


soit non nulle. 

Considérons l'équation Ji (&, Ge) = à. Elle est vérifiée pour 
%1 = 2 = 0, puisque y (x) est par hypothèse solution du problème 
posé et en vertu du choix de n, la dérivée partielle de J, (æ&,, >) 
par rapport à æ&, ne s’annule pas pour &, = &, — 0. Donc en vertu 
du théorème de la fonction implicite (t. I [V-1-9]) l'équation 
Ji (&1, &) — à définit «, comme fonction de &, pour toutes les 
valeurs de «&, suffisamment proches de zéro, et, en outre, la dérivée 
de «, par rapport à «&, pour «= 0 est donnée de toute évidence par 
la formule suivante: 


x1 


2 [ (GG) Mi dx : | (GG) Me di = k. 


X0 X0 


data 
da! 





œ1=0 
(62) 


Portons la fonction (61) dans l'intégrale (59) et dérivons par rap- 
port à &, sans oublier que «, est fonction de «,: 


aJ 
das 








x1 X1 

d d 

(rm l (nn) ne 
x0 X0 

_ En utilisant l’expression (62) de la constante Æ on peut écrire 


aJ 
das 





œy=0 


TR) meta f (Lo) 
x0 %0 | 
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ou 
= —Ù (Er) mar: Ÿ (a Lc)nar, 
ou encore d de 


X1 ! 
ag d , d 
a leo À LP Pr) 4 (Gr Gr) Ju de. 

xo 
Puisque y (x) réalise un extrémum de l’intégrale (59) sous la condition 
(58), nous devons avoir = ee 0, d’où l’on déduit, en vertu 
du choix arbitraire de n, (x) et du lemme fondamental, que 


d 
Hy—=Hy =0, 


où H — F +3AG. On reconnaît l’équation d’Euler de l'intégrale 
(60). L'intégrale générale contiendra trois constantes arbitraires, 
plus exactement deux constantes d’intégration et À. Ces constantes 
doivent être déduites des deux conditions aux limites et de la con- 
dition (58). 

Une remarque à propos du résultat obtenu. Si l’on multiplie 
l’intégrande de l’intégrale (59) par une constante arbitraire, les 
extrémales de cette intégrale ne se modifieront pas et nous pouvons, 
par conséquent, représenter la fonction H sous la forme symétrique : 
H= MF +2,G, où À et À, sont des constantes. Comme F et G 
figurent symétriquement dans l'expression de H, nous pouvons affir- 
mer que si l’on cherche un extrémum de l'intégrale (59) sous réserve 
que l'intégrale (58) reste constante, on obtient les mêmes extrémales 
que lorsqu'on cherche un extrémum de l'intégrale (58) sous réserve 
que l'intégrale (59) reste constante. C’est ce qu’on appelle le principe 
de réciprocité dans sa forme simple. On suppose de plus que les cons- 
tantes À, et À, sont non nulles, i.e. nous excluons les courbes qui 
sont extrémales des intégrales (58) ou (59). 

Voyons sur des exemples pourquoi avons-nous exigé dans le 
théorème d’Euler que y (x) ne soit pas une extrémale de l'intégrale 
(58). Sous une forme plus générale le problème isopérimétrique s'énon- 
ce ainsi: trouver les fonctions y; (x) (i = 1, 2, ..., n) réalisant 
un extrémum de l'intégrale 

X1 


J = | F (x, U1 His es Un; Un) dz, 
X0 
avec les liaisons 
x1 
| Gs(x, y; Yi +. Uns Un) dT = ds (s= 1, Pire D) 


X0 
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et les conditions aux limites 
eus. ane. MST es D: 


Moyennant une condition supplémentaire qui nous permettra 
comme plus haut d'appliquer le théorème de la fonction implicite, 
nous pouvons affirmer que les fonctions y; (x), solutions du problème 
posé, devront être extrémales de l'intégrale 


X1 


| HU, Vis Unis Un) dE 


X0 


où H = F + > À.G, et À. constantes. Cette proposition se démontre 


comme la précédente. On remarquera que le nombre p de liaisons peut 
être supérieur au nombre n de fonctions cherchées. 

I1-9. Extrémum lié. On se propose maintenant d'étudier des 
problèmes dont les conditions subsidiaires diffèrent des conditions 
(58). Commençons par le plus simple. Trouver deux fonctions y (x) 
et z(x) donnant un extrémum de l'intégrale 

X1 
J — | F(x, y, y’, 2, z') dx (63) 
x0 
satisfaisant l’équation 
G(x, y, 2 =0 (64) 


et assujetties aux conditions aux limites: 
Y (to): = Vos 2 (To) = 20; 
y) =; 2(ù) = 2, 


les coordonnées (xs, Yo: Zo) €t (T1, Y1, Z1) devant, de toute évidence, 
vérifier l'équation (64) 

Géométriquement, le problème se ramène à la recherche de lignes 
situées sur la surface (64) et fournissant un extrémum de l'intégrale 
(63). On aurait pu, de l’équation (64), déterminer z comme une fonction 
de x et yet la porter dans l'intégrale (63) ; on aurait alors été conduit 
à un problème ordinaire variationnel relativement à une fonction 
inconnue y (x) sans condition subsidiaire. Utilisons cette remarque 
dans la déduction de l'équation que doivent vérifier les fonctions 
y (x) et z (x), solutions du problème posé. On supposera que le long 
de cette solution, la dérivée partielle G, est non nulle. L’équation 
(64) sera alors soluble relativement à z et nous aurons z — @ (x, y). 
En portant cette expression dans l'intégrale (63), on obtient 

X1 


J = | F(x, y, y', P, Px+ Puy’) dx. (65) 


X0 
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La courbe plane /, projection de notre courbe gauche sur le plan, 
(x, y), doit donner un extrémum de l'intégrale (65) avec des extré- 
mités fixes, elle doit donc vérifier l'équation d’'Euler écrite pour 
cette intégrale. Effectuons les calculs préalables nécessaires à l’éta- 
blissement de cette équation. Désignons par [F1] l’intégrande de l’in- 
tégrale (65). Cette fonction dépend de (x, y, y’). Par F sans crochets 
nous désignons l’ancienne fonction F (x, y, y’, z, z’') de sorte que [F} 
se déduit de F par les substitutions z — @ (x, y) et z° = p, + pyy'- 
On a 


ô CIE ô[F 


= F y + Eu + F2 (Prey + PyuY') ; ee = y + Fu; 


d ô[F d ! 
ECC RNRRE ERPR À 


L’équation d’Euler de l'intégrale (65) 
OF] "4 01e) = 





en vertu des formules précédentes se ramène à la forme 
d d 
Fo Qu (Fee) EF = 0. 
De l'équation (64) on déduit 


6 
L'MEE Gr 





En portant cette expression dans l'équation précédente, on obtient 
PRE, 
Gz re 

Sur les lignes y = y (x) et z — z (x) qui, par hypothèse, donnent un 
extrémum de la fonctionnelle (63) avec la condition (64), la fraction 
de la dernière égalité est une fonction de x que l’on notera 


d 
FE, 7. 
Mens | 


les deux dernières égalités nous conduisent aux équations différen- 
tielles par rapport à y (x) et z (x) ne contenant pas 2 dérivée de la 
fonction À (x): 


d 


7 Fy— [FX (x) Gy]=0, 
d 
dx 


Telles sont les conditions nécessaires auxquelles doivent satisfaire 
les fonctions y (x) et z (x) pour qu’elles donnent un extrémum de la 





Fr —[F,+2 (x) G.]=0 
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fonctionnelle (63) avec la condition (64). Il est aisé de voir que les 
dernières équations peuvent s’écrire 


d # : d ñ 
ne Fi —F3=0; nr Fr—Fi=0, (66) 


N 


ou 
F* = F+A(x) 6, 


i.e. les extrémales du problème posé doivent être des extrémales 
absolues de l'intégrale d’intégrande la fonction F*. On remarquera 
qu'ici le facteur constant À du problème isopérimétrique est remplacé 
par le facteur À (x) qui dépend de zx. En éliminant les fonctions 
À (x) et z de (64) et (66), on obtient une équation de second ordre en 
y (x). Les deux constantes arbitraires sont déduites des conditions 
aux limites relativement à y (x). 

Des liaisons (64) ne contenant aucune dérivée des fonctions cher- 
chées sont dites holonomes. La proposition mentionnée ci-dessus est 
valable pour la fonctionnelle (23) dépendant de plusieurs fonctions 
dans le cas de liaisons non holonomes de la forme 


GT; Yas Yir + + +» Yns Yn) = O0 (s—1, 2, ..., p), (67) 


i.e. moyennant des conditions subsidiaires, les fonctions y; qui 
donnent un extrémum de l’intégrale (23) sous les conditions (67) 
doivent vérifier les équations: 


d + : | 
Fu —Fi,=0 Gi; 2 een). (68) 


P 
SFr2 Às (x) Gs (x, Yi dé MANS Un: Un) (69) 


Le système (68) possède un trait qui le distingue fondamentalement 
du même système dans le cas de liaisons holonomes. Les fonctions 


* 
(67) contenant les dérivées y;, les fonctions Fy; renfermeront À, (x) 
et les équations (68) contiendront les dérivées de À, (x) par rapport. 
à x. Finalement les équations (67) et (68) donneront un système de 
(n + p) équations différentielles en (n + p) fonctions inconnues y; 
et À, (x), du deuxième ordre en y; et du premier en À, (x). 
Introduisons les fonctions z; (x) définies par les égalités: 


nt) =) (i—1,2,...,n). (70) 


Après substitution les équations (67) donneront p liaisons holonomes 
pour les fonctions y; et z;, et (68) et (70): se transformeront en un systè- 
me de 2n équations du premier ordre à (2n + p) fonctions y;, z; et 
À, (x). En résolvant (67) relativement à p fonctions quelconques y; 
et z; et en portant leurs expressions dans les équations (68) et (70), 
on obtient 2n équations du premier ordre pour 2n fonctions y;, &;, 
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À, (x). La solution générale de ce système contiendra 2n constantes 
arbitraires qui seront tirées de 2n conditions aux limites. 


‘ ‘II-10. Exemples. 1. Parmi toutes les courbes de longueur joignant deux 
oints donnés À et B trouver celle qui, avec le segment de droite AB, limitera 
a surface de plus grande aire. Désignons par X l’axe passant par les points À 

et B et soient x, et x. leurs abscisses respectives. On suppose que y est une fonc- 
tion univoque de x dans l’intervalle [x,, z.,]. Le problème se ramène à la recher- 
che du. maximum de l'intégrale 
fe ” 
| y dx (71) 
‘ X0 
sous la condition subsidiaire: 


X1 
| VAE y dr = 1. (72) 


x0 

La dernière intégrale exprime la longueur de la portion de courbe y (x) 
comprise entre les points x, et r:. Ses extrémales seront de toute évidence des 
droites. Ce qu’on vérifie immédiatement en composant l'équation d’Euler pour 
cette intégrale. Si ? << rx, — xo, alors la condition (72) ne sera réalisée sur aucu- 
ne ligne. Si ! — x, — x,, alors la condition (72) est réalisée uniquement sur 
le segment de droite AB. Dans les deux cas le problème posé n'a pas de sens, 
de sorte que dans la suite nous supposerons ! > x, — x. On a ici 


Fr=y+X V1+7", 
cette fonction ne contenant pas x, l'intégrale première de l'équation correspon- 
dante d’Euler s'écrit 


Ay'2 


Ft y F5, y VIE UT — =, 
d Vi+y® 

d'où 

Y = VA (y—b) 

y—b . 
ou encore 
(y — b) dy =. 
VA (y—b}? 


Une intégration donne 
Gœ — a)? + (y — db) = 4, 


4. e. les extrémales seront des cercles de rayon | À |. 
Soit w l’angle au centre interceptant le segment AB : 


Ti—To = 2h sin + et Îl—o. 


On déduit © de l'équation 
. ® © 
Sin — : ——(z—7r0):1l 
2 2 ( 1 0) , 
qui possède toujours une racine sous les conditions indiquées plus haut. Le 
potins de réciprocité donne lieu à la proposition suivante: parmi les courbes 
imitant une surface d’aire donnée, l’arc de cercle possède une longueur extré- 
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male (la plus petite de toute évidence). On notera encore que si 2 > 5 (21 — To)» 


alors y ne sera pas une fonction univoque de zx. 

En se servant du résultat obtenu, on démontre que si parmi des courbes 
de longueur donnée il en existe une qui limite la plus grande surface, cette 
courbe est nécessairement un cercle. 

2. On demande de déterminer la position d'équilibre d’un fil homogène 
pesant de longueur donnée L fixé à ses extrémités et soumis à l’action de la 
force de pesanteur. On suppose que la force de pesanteur est orientée dans le 
sens contraire à l'axe des y. Le centre de gravité doit se trouver le plus bas pos- 
Sible. On suppose qu’il est évident que toute droite parallèle à l’axe des y coupe 
le fil en un seul point. Le problème se ramène à la recherche d’un extrémum de 
l'intégrale (cf. exemple 4, [II-77]) : 


X1 x1 
| y ds=— | y VI+ y dr 
X0 X0 


avec la condition subsidiaire 
x1 
Ù VA+y2dr=1 (73) 
x 
<t les conditions aux limites: y (xo) = Yo, y (x1) = y,. Nous avons ici 
F+=y VI+yE+A V1, 
et l'intégrale première de l'équation d’Euler s'écrit : 
=; _ ee ne 
V1+7? Vu+-& 4 
Si l’on pose 


y+i=achz=a EE. 


alors cette équation s'intègre facilement et donne 
x hu 
x ee e (on) 
y+Ai=ach (+) =e — (a > 0), 


i. e. les extrémales sont des chaînettes. Les constantes a, b et À sont à déduire 
des conditions aux limites: 


yo+A=a ch (+4) ; yiki=ach (+) 
et de la condition (73). En soustrayant une condition aux limites de l’autre et 


en transformant la différence des cosinus hyperboliques en produit, on aura 
U1 . Uo os 2a sh U sh V, (74) 


RS 


ou 


_+2o | __ T1 T0 
TT 2 FES Ve 2a 


La condition (73) devient après substitution de la valeur de y: 


a[sh (£+)-m (24e) ]-2, 
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ou 
En vertu de (74) on a Éd L'on D (2 
thu— LR : (76} 
Le nombre Z doit visiblement vérifier l'inégalité : 
L> V0) Fi —vo) > | vi—vol, 
et l'équation (76) possède une seule racine. De (74) et (75) on déduit 
VA (y1— yo)? =2a sh v, 


ou 
CENT EPP 
shv _VE—(y1—v0) | (77 
V Xi — T0 
Or | 
sh x 


x? x4 
er ro 


est une fonction monotone croissante de 4 à (+00) pour 0 < x < œ prenant 
une et une seule fois toute valeur supérieure à l'unité. L'équation (77) possède 
donc une seule racine positive. Une fois qu’on connaît v et u on trouve facile- 
ment a, b et À. 
3. Considérons une tige homogène élastique, droite à l’état non déformé. 
De la théorie de l’élasticité on sait que l'énergie potentielle de cette tige à l’état 
déformé est proportionnelle à l'intégrale du carré de sa courbure prise le long 
de cette tige. Supposons que cette tige est de longueur Z et qu'elle est fixée aux 
oints (to, Yo) et (x1, y1). Prenons pour variable indépendante la longueur de 
a tige s mesurée à partir du es (to Yo) et désignons par 0 (s) l'angle formé 
pe la tangente à la tige avec l'axe des x. La courbure s’exprimera par la dérivée 
" (s) et l'intégrale dont on cherche un extrémum est de la forme 


u 
| 0’2 ds. (78) 
J 
On sait que 


dx ; dy 
= C0 0; ue ee 6, 


et nous obtenons par conséquent les deux équations de liaison suivantes 
l 
| cos 0 ds==xi—2o; 
0 


Par ailleurs, fixer les points extrêmes de la tige c’est se donner la fonction 6 (s) 
pour s— 0 et s— 1: 


sin 0 ds — Y1— Yo: (79} 


CS 


6 (0) = a; 0 (1) = b. (80) 
On a ici 
F* = 6’2+ 2, cos 0 + À, sin 6; 
comme cette fonction ne contient pas la variable indé ndante s, on déduit im- 
médiatement l’intégrale première de l'équation d’'Eu r: 


02 = C + }u cos 0 + À, sin 6 
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Introduisons les deux nouvelles constantes : 


D 2 VAE 
h=cC 22e RTE 
+VHFHE CE VERT 
et remplaçons 6 par la nouvelle variable op: 


6—86 
P— 2 î , 





où 0, = arctg En . Dans les nouvelles notations l'intégrale première de l’équa- 
: De 2e 
tion d’Euler mentionnée ci-dessus s’écrit 


dp__ VA VIFS 
Ta 9 4 — k2 sin ®; 


d’où l’on déduit l'expression de s en fonction de œ sous la forme de l'intégrale 
elliptique: 


PE | à; 
Va J VIi-ksmy 
Les constantes k, h, 0, et s, doivent être tirées des conditions (79) et (80). 


Pour trouver les coordonnées cartésiennes des points de la tige il suffit dans 
les relations 


LE = cos 6= cos (2p + 80) ; M _ in 0— sin (2p+ 60) 
s ds 
de remplacer ds par son expression : 

pas 2 cos (29 +60) 2 sin (2p+ 6) 


avions D M name À 
d’où l’on déduit x et y par une quadrature. 
4. Soit maintenant à déterminer les géodésiques sur une surface donnée 
G (zx, y, z) = 0. (81) 
Ce problème se ramène à la recherche d’un extrémum de l'intégrale 
x1 
RATE 
0 
sous la condition subsidiaire (81). Les équations (66) s'écrivent ici 
ŒViiyspes dm Virystes 
Pour déterminer la propriété géométrique fondamentale des géodésiques, pre- 
nons la dérivée totale de l'équation (81) par rapport à x: 


Ge + Guy! + Ga = 0. 
En multipliant les deux membres par À et en remplaçant AG, et AG, par leurs 


expressions de (82), on est conduit, moyennant quelques transformations sim- 
ples, à l'égalité: 


—NG,;=0. (82) 


"HER 
de Vire 

qui est analogue à l'égalité (82): les fractions figurant sous le signe de la déri- 

vée par rapport à x étant égales aux cosinus directeurs de la tangente à la géo- 


—1G,=—0, 
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désique cherchée, nous pouvons écrire ces équations sous la forme 


d cos & . dcosf .  dcosy 
de EN de UN der 6 
En utilisant la formule _ = cos &, on peut remplacer la dérivation par 
rapport à x par une dérivation par rapport à s et l’on obtiendra donc: 
d cos & . dcosf . dcosy 
ds HER MES 7 HE 


où u = À cos à. Or, on sait (t. II [V-1-4]) que les premiers membres des équa- 
tions écrites sont proportionnels aux cosinus directeurs de la normale princi- 
ale à la courbe et les seconds membres aux cosinus directeurs de la normale à 
a surface, donc il résulte immédiatement que la normale principale à une géo- 
désique sera en même temps normale à la surface. 

5. Considérons le problème de la brachistochrone dans un milieu résistant : 
parmi les courbes joignant deux points donnés À et B trouver celle qui est 
parcourue dans un temps minimum par un point matériel lancé vers le bas avec 
une vitesse initiale donnée. La résistance du milieu est une fonction donnée 
R (v) dépendant de la vitesse. 

Pour des considérations d'ordre mécanique, il s’ensuit immédiatement 
que la courbe cherchée doit se situer dans un plan vertical passant par la droite 
AB. Prenons ce plan pour plan (x, y) et orientons l’axe des y verticalement 
vers le bas. Soient (xs, yo) et (x1, 71) les coordonnées respectives des points À 
et B. Lorsque le point décrit la courbe, l'accroissement de son énergie cinétique 
est égal à la somme du travail positif de la force de pesanteur et du travail 
négatif de la résistance, i.e. 
v2 


2 


où g est l'accélération de la force de pesanteur et ds = V dx? + dy3. En prenant 
z pour variable indépendante des fonctions v et y, on obtient 


d = g dy—R (v) ds, 


v'—gy +R (0) VI+yi=0, (83) 
et le problème se ramène à la recherche d’un extrémum de l'intégrale 
f Vrrys 
y 
Fe + 
x0 


avec la liaison holonome (83), v et y étant les fonctions inconnues. 
Les conditions aux limites se ramènent comme toujours à la donnée des 
fonctions aux extrémités de l'intervalle considéré: 


y (Go) = Vos Y (1) = y (84) 
D (to) = vo3 v (21) = w41. (85) 


La première des conditions (85) équivaut à la donnée de la vitesse initiale du 

oint matériel en A. La deuxième condition équivaut à la donnée de la vitesse à 
l'extrémité de la courbe et n’est pas naturelle du point de vue mécanique. Dans 
la suite nous reviendrons là-dessus. D’après la méthode générale nous devons 
écrire l'équation d’Euler pour la fonction 


Fa VIFS HA (e) vw —N (x) sy", (86) 


H=— + (2) R(b). 
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La fonction F* ne contenant pas y, son équation d'Euler par rapport à y possède 
l'intégrale première évidente Fy — C, ou 


Hy' 
4+y'2 @)e (87) 


relativement à v l'équation d’Euler pour la fonction F* s'écrit: 


—— d 
V4 HA (x) v'— [A (e) v] =0, 
ou 
LAOE" (88) 
Vi+73i 
Nous avons donc un système de trois équations (83), (87) et (88) en y, v 
et À. En dérivant directement la différence H? — (C + gh)? par rapport à x et 


en utilisant les trois équations mentionnées ci-dessus, on s’assure immédiate- 
ment de l'existence de l'intégrale suivante: 


H2— (C + gl? = a?, (89) 


où a est une nouvelle constante arbitraire. De cette dernière équation on déduit. 
À comme fonction de v: À — À (v). En divisant membre à membre (87) par (88), 


il vient (C+eh)vdn 
EL Le 
dy = AH, . (90): 


En vertu des équations (87) et (89), on a 


d’où 
(91} 


En portant À = À (v) dans les seconds membres de (90) et (91) et en intégrant, 


on aura 
z=d+t(v, a, C); y—=et+w%l(v, a, C), 


où d et e sont des constantes arbitraires. Ces deux équations sont les équations. 
paramétriques de la brachistochrone cherchée, v jouant le rôle de paramètre. 
Les constantes arbitraires doivent être déduites des conditions aux limites (84) 
et (85). La dernière des conditions (85), comme nous le verrons plus bas, doit. 
être remplacée par la condition 
F* 


v° lx=2x1 


0, 

qui traduit le fait que la vitesse v est susceptible de prendre une valeur arbi- 
traire pour x = x,. En vertu de (86), la condition ci-dessus s'écrit Av | xx, = 0. 
En supposant la vitesse non nulle, on obtient À |._,, = 0. 


II-11. Invariance des équations/d’Euler et d’Ostrogradski. Lorsqu'on 
cherche l’extrémum de la fonction d’une variable y = f (x) on peut 


effectuer un changement de variable x —  (Ë), où œ (Ë) est une fonc- 
tion monotone et pourvue d’une dérivée non nulle. La règle de dé- 


rivation d’une fonction composée donne 


= (x) 7 ®: (92) 
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La condition nécessaire d'extrémum relativement à la nouvelle 
variable indépendante s’écrira f’ (x) ®” (£) = 0 et puisque op’ (£) 
— 0 cette nouvelle condition est équivalente à à la précédente f” (x) — 

— 0. On obtient une formule analogue à (92) pour le premier membre 
de l’équation d’Euler dans les divers cas. Commençons par la fonc- 
tionnelle simple: 


X1 
J= | F(a y, yrds (93) 


et, pour abréger, désignons le premier membre de l’équation d’Euler 
par le symbole: 


d 
Py= Eye Fy. 
Relativement à la nouvelle variable indépendante Ë, on peut écrire 
; dy[dË * 
Fauv)=F[e®,r, LÉ ]-o(sr À), 


et l'intégrale J devient 





jreu Ya Y fo DIE, y, —— +) + dE. 


Introduisant la fonction voisine y + an, on obtient tous calculs 
faits 


x1 X1 
Sa | F(x, y+an, y + an) dt ao = | [F]y n dx. 
xX0 X0 
Cette expression s'écrit dans la nouvelle variable 


flo Eqre 


4 

ô dx 

LE Es (E v+on, +a) + d 
0 

En identifiant les deux résultats obtenus, on a 


jun [OR], +} né, 


d’où il résulte, la Rae n étant arbitraire, en vertu du lemme 1 
[1-2] 





y=[0 +]: 6? 


le syinbole du second membre devra être développé relativement à à 
Ja variable indépendante Ë, i.e. 


[OLD (ou + 
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La formule (94) est en tout point analogue à la formule (92) 
et l’équation d' Euker|o®] — 0'est de toute évidence équivalente 


à l'équation d’Euler [F1], 0 U. Tout ceci peut être généralisé au cas 
où l’intégrande contient ‘plusieurs fonctions inconnues. 

Considérons la fonctionnelle suivante dans le cas de deux variables 
indépendantes 


J— | | F(x, y, u, Ux, üy) dx dy. 
B 
Effectuons le changement de variables 


z=x(£é,n); y—=yt(é,n), 


en supposant que ces fonctions sont pourvues de dérivées continues 
et que le jacobien qui leur correspond ne s’annule pas. Ecrivons l’in- 
tégrande dans les nouvelles variables indépendantes : 


FRA RIEtSS n), y(E, n), Ha . 
+ Un xs utêy DE Umyl = ® (£, n; U, Us, Ua): 


En introduisant comme plus haut la fonction voisine uw + an, en 
dérivant l'intégrale par rapport à « pour &« = 0, il vient 


Ftranardy= [[[o5E] naar, ii) 
| PrRralee L 


‘où B, est le domaine eu du domaine B par le changement de 
variables ci-dessus, DE T le jacobien et [ |, le symbole désignant 
le premier membre de l'équation d'Ostrogradski, i.e. 


op 


x og L'uy* 


À 





) 
Flu Far 


En changeant les variables dans l’intégrale du second membre de 
Ja formule (94,), et puisque la fonction n est arbitraire, on obtient 
la formule suivante d'écriture du premier membre de l'équation 
d'Ostrogradski dans les nouvelles variables indépendantes : 


D (x, y) DE, n) 
== [D D, 10) Ju D(:, y) ” 


On obtient une formule semblable dans le cas de plusieurs variables 


indépendantes. L'équation d'Ostrogradski [F], — 0 est équivalente 


à l'équation d'’ Ostrogradski [05 | — 0 dans les nouvelles 
, u . 


variables indépendantes. 


On peut changer simultanément les variables indépendantes et 
les fonctions. Si, par exemple, dans le cas de la fonctionnelle (93), 
16—0727 
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on effectue le changement de variables: 
z = (6, n); y =V(E, n), 


la fonction y = y (x) donnera la fonction n = 1 (Ë). Ecrivons la 
fonctionnelle (93) dans les nouvelles variables 


F' Ve + pm’ 
J= | FRE n, VE mn Tr ] (pe + on) dE = 
60 j 
ki 
= [On n)&, 
bo 


ou, comme précédemment, l'équation d'Euler [F], = 0 sera équi- 
valente à l'équation d’Euler [D], = 0. 

Dans le paragraphe suivant on étudiera l’équation d’'Euler dans 
le cas où la dépendance fonctionnelle y (x) est donnée sous forme pa- 
ramétrique. 

11-12. Forme paramétrique. Lorsqu'on calcule un extrémum 
d’une fonctionnelle, on restreint singulièrement le problème en 
cherchant l'équation de la courbe inconnue sous la forme explicite 
y = y (x), Car il se peut que des droites parallèles à l’axe des y 
coupent en plus d’un point la courbe donnant la solution du problème 
posé. Etudions maintenant le cas général où l'équation de la courbe 
est cherchée sous forme paramétrique. En supposant que x et y 
sont fonctions d’une variable f, nous pouvons écrire l’intégrale (93) 


sous la forme 
ti 


J — | F(z, y, +) x” dt, (95) 


to 
où x’ et y” sont les dérivées de x et y par rapport à #; f, et {, les va- 
leurs du paramètre aux extrémités de la courbe. L'intégrale J s'écrit 
sous la forme (95), quel que soit le paramètre £. 
On remarquera que l’intégrande est une fonction homogène de 
premier degré en x’ et y’, ne dépendant pas de {. Considérons d’une 
façon générale l'intégrale 


ti 
J= À Fa y, a, vdi, (96) 
to 


dont l’intégrande ne renferme pas la variable indépendante t et est 
une fonction homogène de premier degré en x’ et y”, i.e. 


F (x, y, kx', ky') — kF (x, y, zx’, y‘). (97) 


Montrons que ceci étant l'intégrale (96) est invariante relative- 
ment à tout changement de t. Considérons le nouveau paramètre 
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tT — T(é); on suppose que 71’ (é) >0, de sorte que + et # croissent 
dans le même sens. L'intégrale (96) devient dans la nouvelle varia- 
ble + 


Ti 
J= | Fu a, yrptdr, 
To ; 


et en vertu de la formule (97) 


T1 T1 
JFG y am, prjtdr= À Fe, y, ai, yo) dr, 
To To 


i.e. l'intégrale (96) est invariante par rapport au changement de 
paramètre. 

On remarquera que le 4 de la formule (97) est remplacé par ti, 
de sorte qu'il suffit d'exiger que l'identité (97) ait lieu pour # > 0. 
Nous supposerons dans la suite que la condition (97) est réalisée pour 
l'intégrale (96). 

On rappelle que lorsqu'on a introduit la notion de voisinage de 
courbes explicitement données, on a défini un voisinage par rapport 
aux ordonnées en gardant les mêmes abscisses. Dans le cas général 
de la forme paramétrique d’une équation, on peut définir la notion 
de voisinage de courbes indépendamment du choix du paramètre, 
plus exactement une courbe / est située dans un &e-voisinage d'ordre 
zéro d’une courbe /,, si entre les points de Z et /, on peut établir une 
correspondance biunivoque et bicontinue telle que la distance entre 
deux points correspondants ne soit pas supérieure à €. On définirait 
de même un e-voisinage de premier ordre. 

Passons maintenant à la déduction de la condition nécessaire 
d’extrémum. Supposons qu’une courbe / d’équation paramétrique, 
x —æx(t), y = y (t), rende l'intégrale extrémum. Soit une courbe 
voisine x (t) + an ({), y (t) + ain, (f). On considère en outre que les 
points obtenus pour la même valeur du paramètre sont correspondants. 
En portant l'équation de la courbe voisine dans l'intégrale (96) 
et en égalant à zéro les dérivées par rapport à & et &, pour «a = &, = 
— (0, on montre comme toujours que Îles fonctions x (£) et y (t) vé- 
rifient pour tout paramètre £ le système de deux équations d’Euler: 


Fa Fy=0; Fy—- Fy 0. (98) 


Ces équations ne contiennent pas explicitement le paramètre. Souli- 
gnons par ailleurs que l’une des fonctions x (f) ou y (t) peut être consi- 
dérée comme arbitraire. En effet, en changeant le paramètre # (rt), 
on obtient x [t (x)] et y [£ (t)l; comme le choix de £ [x] est arbitraire, 
l’une de ces fonctions est susceptible de l'être également. Il se peut 
donc que les deux équations (98) se ramènent à une seule. Prouvons-le. 


16% 


244 CH. II. CALCUL DES VARIATIONS 


En dérivant les deux membres de l'identité 
F=xFy+y'Fy 
qui fait apparaître que la fonction F est homogène (t. I [V-1-4]), en 
z, y, x’ et y” on obtient 
= L'Fox + Y Esyr ; Fy= 2 Fyx + y EFyyr, 


, , ’ , ; 99 
O= 2 Frrxr + y Frry; O= x Frrye + Y'Fyrye. Q ) 
Les deux dernières égalités entraînent 

F Pur F a,? F,, , 

LÉ UE VA PRE ARE 1 À (100) 


‘où F, désigne la valeur commune des trois rapports. Revenons aux 
on (98). Une dérivation donne 


Fx> — 2'Eue —Y Eyxe —2" Fr rx —Y'Frry = 0, 
F,—x Fxy — y" Fyy — zx Fyrye — y Fyry = 0. 


.. En remplaçant dans ces équations Frs, Fsr,r et Fr, par leurs 
expressions tirées de (100) et F,, F, — de (9); on obtient 


T0; Ted, 


T= Fa, y, 2, y) (2'y" — y'x") + Fay — Fixe 


On suppose que x’ et y’ ne s’annulent pas simultanément, de 
sorte que ces deux équations se ramènent à une seule: 


T= Fi, y, 2, y) (y — y'2) + Fay — Fyx = 0. (101) 


A cette équation à deux fonctions inconnues, équivalente au système 
(98), on peut ajouter une équation fixant le choix du paramètre £. 
Si, par exemple, en guise de paramètre nous choisissons la longueur 
de l'arc s de l’extrémale cherchée, l'équation subsidiaire dont il 
est question s'écrit x? + y"? = 1. Compte tenu de l'expression du 
rayon de courbure d’une courbe plane (t. I [11-5-2]), l'équation 
(101) devient 


« 


ou 


AS 

us Nu. (102) 

7 ('?+y2)2F4 
! Tout ce qui vient d’être dit s'étend aisément aux fonctionnelles 
de courbes dans un espace de n dimensions. Considérons l'intégrale : 

ne 
J= | (ride sers das Mn) ds (103) 
| to 

où x, sont des fonctions de #, x; leurs dérivées. On considère toujours 
que la fonction F est homogène de premier degré en x;. Ceci étant 
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l'intégrale (103) est invariante relativement au changement du para- 
mètre &. Comme précédemment, on démontrerait sans peine qu'une 
condition nécessaire pour qu'une courbe d'un espace de » dimensions 
(1, ..., 2) rende extrémum l'intégrale (103) est que soient Mérite 
les équations d’Euler suivantes: 


Fr; F,i=0, (404) 
ou encore 


n n 
A , ” ; 
Fa) mEu, —D tFrr=0 (i=1,2,...,n). 
8—=1 US s—1 178 

On vérifie aisément qu'entre les premiers membres de ces équa- 
tions on a la relation suivante: 
u d 
> Ti (Fa Fa) = 


i=1 


= > TiFr, — > Cu — y» Tr = 0. (105) 


Âi, s—1 î, 8—1 


En vertu de l’homogénéité de F et du théorème d’Euler, on a effec- 
tivement 


F=— À aiP: 


i=1 


en dérivant cette identité par rapport à x, et 2,, il vient 


Ces identités entraînent immédiatement que la somme du milieu du 
second membre de (105) est identiquement nulle. Donc, une équation 
découle des autres dans le système (104) et nous pouvons lui adjoindre 
une équation fixant le choix du paramètre. Soulignons que toute la 
théorie développée jusqu'ici peut être étendue au cas d'’intégrales 
multiples. 


11-13. Géodésiques dans un espace de n dimensions. Supposons que dans 
un espace réel de nr dimensions a été définie la métrique 


n 
ds D ajpdr;drg (ar =ani), (106) 
i, k=1 


où a;, sont des fonctions données des arguments r,. On suppose que ces fonctions 
sont continues avec leurs dérivées partielles premières. Se donner la métrique 
(106) revient à exprimer la longueur de la courbe x, (t) (s = 1, 2. ..., n) par 
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l'intégrale 


tt n 
1= | dé | D, ainrirt di, (407) 
to 


1, k=1 


où l'on suppose que le radicande est positif pour n’importe quels x, et z£ sous 
réserve que les r{ ne soient pas tous nuls, i. e. la forme quadratique donnée 
(106) est supposée définie positive. Nous pouvons toujours admettre que les 
coellicients a;, et a,; de mêmes produits de différentielles sont égaux, i.e. 
djh = je 
“ On appelle géodésiques les extrémales de l'intégrale (107). Cette notion géné- 
ralise directement celle de la géodésique d’une surface donnée dont il a été 
question plus haut. Pour simplifier désignons le radicande par œ: 


n 
p= D anti. (108) 
i, A1 
Les extrémales sont à déterminer à partir des équations d’Euler suivantes: 
1 d { 
2Vo Vu (x %:)=0 (=1,2,...,n). (109) 
L’une des équations de ce système découle des autres. Ajoutons l’équation 
n 
p= >) anti (110) 
i, ki 


et supposons que s est cette valeur du paramètre f qui est définie par l'équation 
subsidiaire. De (107) il résulte immédiatement que (110) équivaut à choisir 
pour paramètre { la longueur de l'arc s d’une courbe dans l’espace de x dimen- 
sions. En se servant de (110), on réduit le système (109) à la forme 


d 


Px, rs pu? (=, 2,7) (111) 
On vérifie aisément que ce système admet l'intégrale 
@ = const. 
En effet, 

d n ñn 

P ——— LA ” 

as — > Pit D Bu 
i=1 i=1 


Or @ étant un polynôme homogène de deuxième degré en zx; on a 
n 
à = 0 
2 Peri=2p 
i=1 ‘À 


donc 
n n 


re \! LA La d 

as ed Vi PA as Poe 
i=1 i=1 

En utilisant cette égalité on peut mettre l’expression de dœ/ds sous la forme 


n 


dp dp | % 5 __d 
FFT D si (o, nr ): 


i=i 
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et en vertu de (111) on a Te = 0,i.e. p — const est une intégrale du système 


(111) et l’on obtient la condition subsidiaire (110) en égalant la constante arbi- 
traire à l’unité. 
Développons maintenant les équations (111) 


n n 
— ’ x! — , ,Z2 = 0 
Pr 2 Peixe”s à Per rs 


ou, en substituant l’expression (108), 


n n n 
0a»q 


1 La La È LA La A 
7 À Tor “Pa > dx ‘+ p— 2 ar 0. 
P, q=1 P, s=1 s=1 





Etudions la deuxième somme. Ses coefficients en zér, et xyrs ne sont pas 
égaux, mais nous pouvons les identifier en remplaçant chacun d’eux par leur 
demi-somme : 

(| ( 08 pi Ôasi ) 

2 Ôts th 
En groupant la première et la deuxième somme et en changeant de signe, on 
ramène le système à la forme suivante: 


S'a ; "+ É 1 00 pi Oaqi 04 pq , r —( i—1À 2 n 112 
sil >, TZ Ets 2) TpTq — (i=1,2,...,n). (112) 
s=1 p, g=1 


Dans ces équations les dérivées sont prises par PARDON à la longueur d'arc s. 
En géométrie différentielle l'expression entre crochets de la deuxième somme 
porte le nom de symbole de Christoffel de première espèce. On le note 
À ( 04 pi da gi 04 hq ) … el 
2 \ dr Op ôT; i J° 
On peut écrire l'équation (112) sous une forme résolue par rapport à x<. 
Désignons par ai les éléments de la matrice transposée de la matrice || a;4 [|*, 


i.e. 
Air 
D 
où D est le déterminant de la matrice || a;,|| non nul puisque la forme quadra- 


tique (106) est définie, et 4;, les cofacteurs des éléments a;,. Nous avons les 
égalités fondamentales suivantes relativement aux éléments aik: 


me 0 (Gi) 
N 15 — ? 113 
EX a'°aRs 1 (Gb). ( ) 





air ik où || ait ]|— (| ax [1-19 


En SAS He les deux membres de (112) par aji, en sommant en à et en permu- 
tant l’ordre de sommation dans le second terme, on obtient, eu égard à (113): 


n 
” Pq CONS EE 
a+ S { ; } #0 (144). 
P, q=1 Fo 
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{#}2 Nef a]. : 5 
i= 1 | 


Nous avons utilisé la relation (110) pour ramener les équations d'Euler à la 
forme (111) et ces équations ont cessé d'être dépendantes. Puis nous avons 
réussi à les résoudre en r£. cs 

A titre d'exemple, considérons le problème de la géndésique d'un cylindre 
quelconque. Supposons que l’axe Z cst parallèle à la génératrice du cylindre ct, 
que l’équation de la directrice est x — œ (a). y = Ÿ (a) dans le plan (r, y). 
Comme paramètre © nous avons pris la longueur de l'arc de la directrice, de 


sorte que | 
p'2 (0) + Ÿ'2(0) = 1. 

Tout point du cylindre sera défini par le paramètre © et la coordonnée z. L'on 
a par ailleurs LS | 

ds? — do? + dz2, 
donc dans le cas présent 

A1 = oo = 1; As = an = 0. 
Les équations (114) nous donneront 6” = 0 pour (j = 1) et z” = 0 (pour j = 2), 
les dérivées sont prises par rapport à la longueur de l'arc s. Nous obtenons donc. 
__o=As+B; z— Ajys+ B;; A2+A%= 1. 
Si À - 0, nous pouvons écrire l'équation des gévodésiques sous la forme z = 
= C10 + Ca, où C1 et C, sont des constantes arbitraires. Ces courbes dont 
l'équation complète est | | _—- 
z=p(o); y—=vÿ(o); z= C0 + C (116) 


sent les hélices que nous avons étudiées dans (t. 11 [V-1-7]). La présence d'un 
terme constant dans l'expression de z ne joue évidemment aucun rôle. | 


11-14. Conditions naturelles aux limites. Jusqu'ici, dans l'étude 
de l’extrémum de la fonctionnelle (93), nous avons pris comme con- 
ditions aux limites les valeurs de la courbe cherchée à ses extrémités, 
i.e. les valeurs y (x,) et y (x). Nous allons indiquer une autre manière 
de se donner les conditions aux limites. Supposons que l'on cherche 
un extrémum de l'intégrale | 

” 
J= À F(& y, yyde, | (17) 


xo 


où l'extrémité gauche de la courbe inconnue est fixée, i.e. y (x,) = 
— ÿ9, Ct l'extrémité droite n'est assujettie à aucune condition; il 
est évident que cette extrémité doit se trouver sur la droite x = x;, 
parallèle à l'axe des y. Nous allons montrer que sur cette extrémité 
libre doit être réalisée une condition à la limite qui découle directe-: 
ment de la condition d’'extrémum de l'intégrale (117). En effet, si 
une courbe donne un extrémum de l'intégrale (117) par rapport à 
toutes les courbes voisines à extrémité droite libre, elle le donnera & 
fortiori si son extrémité droite est fixée. Or, nous avons montré plus 
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haut qu'une telle courbe devrait vérifier l'équation d’Euler, i.e. être: 
extrémale de l'intégrale (117). Considérons maintenant l'expression 
générale de la variation première de l'intégrale |11-3]: 
x1 
d 
8 = (Fy, Opia+ | (F,—EFr) Sude (y = an). 


X0 


Comme plus haut, cétte variation première doit s’annuler. Le 
terme sous le signe. somme est nul puisque nous avons montré que 
la fonction y (x) doit vérifier l'équation d’Euler. Le terme hors du 
signe somme cest également nul pour x = x, puisque l'extrémité x; 
est fixée. Donc la nullité de la variation première entraîne F,: n = 0 
pour æ = «;. À l'extrémité libre, n peut être choisie arbitrairement 
et nous obtenons finalement la condition à la limite: 


Flex, = 0. (118). 


Elle traduit une certaine relation entre y et y’ à l'extrémité libre. 
On vérifie aisément que la condition (118) devient y’ — 0 pour l’in- 
tégrale (2,), i.c. pour cette intégrale cela revient à exiger quel'extré- 
male soit perpendiculaire à la droite x = x, à l'extrémité x = x. 
La condilion à la limite (118) est généralement appelée condition. 
naturelle à la limite. En appliquant le raisonnement précédent à 
l'intégrale . à 

x Le 
J= | F(x, U4 Yi es Un; Un) dx, 
UE | 
on obtiendrait à l'extrémité libre les z conditions aux limites sui- 
vantes: 
Fy = (i = 1, 2, 3 n). 


Considérons maintenant l'intégrale contenant les dérivées se- 
condes : | | 
[x4 
J= | Fix, y, y', y”) dx. 
X0 
Compte ténu des formules (27) et (28) et du fait que les fonctions 
n (x) et n’ (r) sont choisies arbitrairement à l’extrémité libre, nous: 


N 


obtenons les deux conditions naturelles à l'extrémité libre 


Ep Fy=0; F0. (419). 


On remarquera que la première de ces conditions lie les grandeurs. 
u, Y', Y', y". sur l'extrémité libre. De la même manière, s'agissant 
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de l'intégrale double 
J= \ | F(x, Y, Us Ux; Uy) dx dy : (120) 


B 


les conditions naturelles aux limites sur le contour / seront de la 
forme | 


d d 
Fu Fu = 0 (121) 


où s est la longueur de l’arc du contour /. Ceci découle directement 
de l'expression (33) de la variation première de l'intégrale (120). 

11-15. Fonctionnelles de type plus général. Considérons mainte- 
nant la variation première des fonctionnelles qui en plus des inté- 
grales ordinaires contiennent des termes supplémentaires dépendant 
des valeurs prises par les fonctions aux extrémités de l'intervalle 
d'intégration ou sur le contour du domaine d'intégration. L'étude 
de l’extrémum de telles fonctionnelles nous ramène aux précédentes 
équations d'Euler et les termes supplémentaires de ces fonctionnelles 
n’influeront que sur la forme des conditions naturelles aux limites. 
En introduisant ces termes supplémentaires nous pouvons obtenir 
des formes différentes de conditions naturelles aux limites qui sont 
importantes dans les applications du calcul des variations à la phy- 
sique mathématique. On se bornera à l'étude de quelques cas parti- 
culiers. 

Premier exemple. Soit la fonctionnelle 


X1 


T= À Fe, sv) de @ (vo + bu), (122) 


x0 


OÙ Yo = Y (to) et Y1 = y (x), et p (yo) et Ÿ (y.) des fonctions données. 
On a fait précéder œ (y,) du signe moins pour la commodité des 
calculs ultérieurs. Soient les courbes voisines y (x) + œn (x). En les 
portant dans la fonctionnelle, en dérivant par rapport à &@ pour 
a — 0, on obtient l'expression suivante de la variation première: 


X1 


ôJ — | LP] 8y de + {° (ya) + Far (tas Vas y' (x1))} Oui — 


— {9° (Yo) + Fe (Go, Jo, y’ (xo))} Yo. (123) 


Si une courbe y (x) donne un extrémum de la fonctionnelle (122) avec 
des extrémités libres, elle le donnera a fortiori avec des extrémités 
fixes, i.e. dans les dernières formules nous pouvons admettre que 
Ôy, — Ôyo — 0, et le lemme fondamental nous permettra d'établir 
comme toujours que y (x) doit vérifier l'équation d’Euler ordinaire. 
Si les deux extrémités sont libres, alors Ôy, et Ôy, sont arbitraires 
dans la formule (123), et nous obtenons les conditions aux limites 
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sous la forme 
PU) + Flex = 03 VU) + Fr rex = 0. 


En supposant, par exemple, que œ (y) = L (y — a)?, on obtient 
pour æ — x, la condition à la limite 


1 
5x Fr leo + Vo —a=0, 


et lorsque Z + oo on aura y, — a, i.e. on est ramené au cas d’une 
extrémité fixe. 

Dans le cas d’une intégrale double, le terme supplémentaire est 
une intégrale curviligne, étendue au contour / du principal domaine 
d'intégration B dans laquelle la variable indépendante est la lon- 
gueur de l’arc s du contour ! mesurée à partir d’un point déterminé 
de ce contour. On suppose que l’intégrande dépend de la variable 
indépendante introduite s, de la fonction inconnue u et de sa dérivée 
tangentielle uw, i.e. 


= | | F{x, y, u,ux, uy) dx dy + | Dis, u, us) ds. (124) 
B l 


En effectuant les calculs habituels, on arrive à l'expression suivante 
de la variation première: 


87 | (ir ôu de dy+ (Fr, + 
B 


l 


Du. ] Ôu ds. 


(125) 

En reprenant les raisonnements précédents, l’on démontrerait 

que pour que la fonction u (x, y) donne un extrémum de la fonction- 

nelle (124) sous une condition naturelle à la limite, il est nécessaire 

qu'elle satisfasse à l'équation ordinaire d’'Ostrogradski et que sur le 
contour L soit réalisée la condition à la limite: 


Fa Fu + Du Du, | =0. (126) 


x ds u, ds 
Deuxième exemple. Soit la fonctionnelle 


J= J] (ut+ ut) dedy+ | p(suds, 


l 





où p (s) est une fonction donnée sur l. Ici l'équation d’Ostrogradski se 
transforme en équation de Laplace et la condition à la limite s'écrit 


d d 
Qu — Quy + p(s) | =0. 


ù dx d » ; < 
Puisque a © _ sont les cosinus directeurs de la tangente à L et, 


A d d. é : 
par conséquent, a et ( — =) les cosinus directeurs de la normale 
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extérieure à /, on peut mettre la condition à la limite sous la forme: 
suivante 

ôu 1 

lee n0 


on |! 
On est donc conduit à intégrer l'équation de Laplace pour des 
valeurs données de la dérivée dans la direction de la normale au 
contour {, i.e. au problème de Neumann. Si l'on avail pris 


D = p(s)u + (sw, 


on aurait obtenu une condition à la limite de la forme 


+ q(s Ju = + p(s). 


} 
Indiquons un moyen d'agir sur les conditions naturelles aux 
limites sans pour autant modifier les équations d'Euler et d’Ostro- 
gradski. On réalise ceci en ajoutant non pas à la fonctionnelle comme 
nous l'avons fait précédemment, mais à l'intégrande, une expression 
qui n'influe pas sur l'équation d'Euler ou d'Ostrogradski. Nous avons 
déjà coustruit de telles expressions dans {11-6]. Si au lieu de l'inté- 
grale 


Î Fe y, v}dz 
0 


nous considérons 
x4 


| (+ A 1)+B (a y)y)dz, 


xo | | 
où ÀAy — — Bx, alors l'équation d'Eulcr reste inchangée et la condition 
naturelle à la limite au lieu d’être F,: — 0 sera F, + B = 0. 


On opère de même dans le cas d’une intégrale Multi ple: 

11-16. Forme générale ce la variation première. Jusqu'ici er 
définissant la variation première nous avons admis que l'intervalle 
ou le domaine d'intégration étaient fixes. L'on se propose mainte- 
nant d'établir l'expression de la variation première sans faire cctte 
supposition. Ceci nous permettra de poser le problème fondamental. 
du calcul des variations dans le cas général d'extrémités libres. 
Nous commencerotrs par la plus simple des intégrales, i.e. l'intégrale 
(117). Nous avons admis précédemment que les courbes voisines 

y (x) + an (x) différaient de la courbe principale y (x) par le terme 
(x). Dorénavant nous supposerons que les courbes voisines 
y (x, a) contiennent le paramètre à sous une forme quelconque et que. 
SOUL œ& — 0 on obtient la courbe principale y (x) = y (x, 0) sur 
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Jaquellé nous calculons la variation de l'intégrale. Soit donc l’in- 
tégrale 


xX1 
J= À Fa y, y) dx (127) 
1 , . XO 
dans laquelle on porte la courbe voisine y (x, a) en supposant que les 
limites d'intégration dépendent de «: 
x1(Œ) . 
J(D= | Fix y a) ue, dde, (128) 
| | xo (@) 
pour & — 0 nous obtenons la fonction et les limites figurant dans 
l'intégrale (127): 
y(x 0) = y) (0) =u; (0) = Zo- 


La variation étant par définition le produit de la dérivée par 
rapport à à pour &« — 0 par «a, on peut écrire 








d d: Tr, 
Ôto — dre (a) a ; Ôxi = en (a œ; Ôy— Ou(r. o) | 
ax |a—0 a—=0 (162 a—0 
a , 0 du (r, @). ___ d Fôy(r, @) _ d 
. ôy — Fra [ dx | ae ee mL da d=6 = 0U; 





l'on suppose d’ailleurs que y (x, «) possède des dérivées premières 
et secondes continues. En dérivant l'intégrale (128) par rapport à & 
pour «a = 0 et en multipliant par &, on obtient l’expression suivante 
de la variation première de l'intégrale: 
CES L : É xi 
SJ = F (æss Vas Vi) ti —F (os Vos US) B2o+ | (Fy8y + FeSy') da, 
xo 
ou 
X1 
CÔTE (e, y, y) Gal + | (F,By+Fe8y') da. (129) 
X0 
‘En transformant le second terme comme toujours et en intégrant 
par parties, il vient 
x1 X1 d 
À Feôg du= | Fi By de F (au ya Vi) (Gyi— 


Xo X0 


x1 
; d 
— Fy (res Vo W) Go | y Fr dr, (430) 


xo 
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où (Ôôy). et (ôy), sont les valeurs prises aux extrémités par la varia- 
tion de la fonction y: 


Gyi=[ 2] oo (=0,1). (131) 


Calculons maintenant la variation première des ordonnéces des 
extrémités de la courbe. Les calculs seront faits pour l’ordonnée y, 
de l’extrémité droite. On a de toute évidence 


n = ylx (a), al, 
et la variation de « entraînera celle des deux arguments de la fonc- 
tion y, et non pas seulement celle du second, comme nous l’avons 


vu dans la définition de (ôy);, de sorte que la variation première ôy 
de l’ordonnée y, s'écrit 


Ôyi = [_— y [x (a), al] a= [2 _. a=0 LE EE a leo = 


= yiÈti+ (ôy)s, (132) 


où y, est le coefficient angulaire de la tangente à la courbe à son 
extrémité droite. On obtient un résultat analogue pour la variation 
ôy, de l’ordonnée de l’extrémité gauche de la courbe 


ÔYo — Y0Xo + (ÔY)o- (133) 
En portant les expressions de (ôy). et (ôy), tirées des équations 
(132) et (133) dans (130), on obtient l'expression finale de la variation 
première de l'intégrale (127): 
ÊT = TT (rs, ya, y) — YF y (as, Vas VI) OT + Fur (ta, Vas Yi) Ôya — 
—[F (Go, Yo, Yo) — YF y (Go, Vos Y5)1 ÔXo — Fy (Los Yor Yo) Yo + 


+ (mr) 439 
X0 ; 


ou 
xX1 


BTP — y Fu) 6x + Fruit | (Fo—Fy)Gydz. (135) 


X0 


Le second membre de cette égalité est linéaire en ôr; et y; et il 
garde son sens dans le cas où les courbes voisines dépendent de 
plusieurs paramètres; soulignons que par variation première on 
entend dans ce cas la première différentielle totale par rapport aux 
paramètres indiqués, calculée pour les valeurs initiales de ces para- 
mètres, i.e. 


és > ( 0a; SR | , | (136) 


11-16. FORME GÉNÉRALE DE LA VARIATION PREMIÈRE 255 


si la courbe étudiée appartient à une famille dépendant de nr paramè- 
tres pour a; — O(i—1,...,n). 
Dans le cas de l'intégrale 


4 


Fe | F(&, Yiy Us -.. Uns Un) da, (137) 


XO 


contenant n fonctions inconnues, des calculs analogues aux précé- 
dents nous conduisent à la formule suivante de la variation première : 


ñn n 
G= (ru, ju 6e + Z iiteu dn? — 


n n 


un re > mir]. ee > CE leo our” ES 


i=1 i—1 


ou 


X—X 


ôJ — [ (F- S WF.) Ôx + 5 Feu [+ 
i=1 0 | 


n  x1 


+2> | (F2 Fy)Syidz, (137:) 


i=1 x9 


où Oxo, Or, Oui, ôyi sont les variations des coordonnées des extré- 
mités de la courbe. 

Voyons d’un point de vue géométrique la différence entre les 
grandeurs Ôy, et (ôy), de la formule (132). Les coordonnétcs de l’extré- 
mité droite des courbes de comparaison y — f (x, a) sont: x; (œ) 
et y, (x) = f [x1 (x), al. Lorsque « varie, l'extrémité droite décrit 
une ligne À. La valeur initiale de & étant nulle, toute valeur prise 
par ce paramètre représentera son accroissement par rapport à &« == 0. 
En vertu de (132), ôy, est la différentielle de la fonction y, (æ) — 
= f {x (&), «] par rapport à «&, i.e. ôy, est la partie principale de 
l'accroissement de l’ordonnée y, (x) de l’extrémité droite. Sur la 
fig. 2, cet accroissement est représenté par le segment CD. D'après 
(131) (ôy), est la différentielle de la fonction j [x, (0), a], l’on suppose 
que « — 0 dans le premier argument x, (œ) avant les calculs. Donc 
(ôy), est la partie principale de l'accroissement de l’ordonnée à 
l'extrémité x; (0) lorsqu'on passe de la courbe principale y (x) à la 
courbe de comparaison y — f (x, a). Sur la fig. 2 cet accroissement 
est représenté par le segment AB. 
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11-17. Condition de transversalité. En étudiant les conditions 
naturelles nous avons admis que l'extrémité de l’extrémale pouvait 
se déplacer sur les droites x = x, ou x = x,, parallèles à l’axe des y. 
Supposons maintenant qu'elle peut décrire 
une ligne quelconque À du plan (x, y). 

Pour fixer les idées nous supposerons 
que l'extrémité gauche (x,, y.) est fixe et 
que:l’extrémité droite décrit une courbe À. 
En raisonnant comme précédemment on dé- 
montre que si une courbe y (x) donne un 
extrémum d'une intégrale, elle vérifie l'é- 
quation d’Euler, i.e. elle est extrémale. 
La variation première sera nulle: l’inté- 
grale s’annule puisque l'intégrande vérifie 
l'équation d’Euler, quant au premier terme 
il est nul pour x — x, puisque l'extrémité 
gauche est fixe. Donc la nullité de la varia- 
tion première nous conduit à la condition 
suivante relativement à l'extrémité libre: 


LF (x, y, y) —y'F(x, y, y')lôx + F,, (x, y, y‘) ôy —0, (138) 


où Ôx et 6y sont les projections sur les axes des coordonnées d’un 
déplacement infiniment petit le long de la courbe À. Si nous avions 
supposé les deux extrémités libres, nous y aurions obtenu la condition 
(138). I1 suffit de reprendre les raisonnements précédents sans perdre 
de vue que si la courbe donne un extrémum de l'intégrale avec des 
extrémités libres, elle le donnera a fortiori avec une ou des extrémités 
fixes. 





Si l’on désigne la pente de la tangente à la courbe À par y = Se ; 
on peut écrire la condition (138) sous la forme 
FE (x, y, y) + (y — y) Fi (x, y, y) = 0. (139) 


Nous remarquons donc que cette condition dite condition de trans- 
versalilé établit une relation entre la pente y” de la tangente à l'extré- 
male et la pente y’ de la tangente à la courbe À en chaque point de 
cette dernière. Si l'équation de À est donnée sous la forme implicite 
(x, y) = 0, alors la condition de transversalité peut s'écrire 
ere (140) 
Px Py 
Considérons la condition de transversalité daus un espace à trois 
dimensions. L'intégrale principale s’écrira alors 


X1 
J= | F(x, y, y’, 2,2’) dx. (141) 


Xo! 
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En appliquant la formule (137,) et en reprenant les raisonnements 
précédents, on obtient le résultat suivant: si l’une des extrémités 
peut décrire une surface donnée S, alors sur cette extrémité doit 
être réalisée la condition de transversalité : 


(PF y Fy — 2 Fr) Ôx + Fôy + F,6z = 0, (142) 


où Ôr, Ôy, Ôz sont les composantes d’un déplacement infiniment petit 
sur la surface S. La condition écrite équivaut à ce que les coefficients 
de ôx, Ôy, ôz doivent être proportionnels aux cosinus directeurs de 
la normale à S. 

Si l'équation de la surface est donnée sous la forme implicite 
o (x, y, z) = 0, alors la condition de transversalité (142) s'écrit de 
toute évidence sous la forme 

LL a 
Px Py Pz 
Elle nous donne deux relations entre x, y, z, z' et y’. Ces relations 
sont équivalentes aux conditions y (ro) = Yo, Z (xs) = Z, dans le 
cas d’une extrémité fixe. 

Dans le cas général de l'intégrale (137), l’extrémale est une 
courbe dans l’espace à (7 + 1) dimensions (x, y, . . ., y,) et si son 
extrémité est susceptible de se déplacer sur une hypersurface donnée 
D (Z, Yi + + +» Yn) — 0, alors sur cette extrémité doit être réalisée 
la condition de transversalité suivante: 





n n 

(FT uyr,;)67+ D Fôy:=0, (144) 

i—1 L i=1 L 
ou encore 

n 

ne VF y Poe F . 

— "© 2. = TT. (145) 
Pr Pu Pan 


Soulignons un cas particulier. Supposons que l’intégrale prin- 
cipale est de la forme 


AE NE n 
J = | déni | n(x, y, 2) V1+y?+2%2dx, 
(x, y, 2) 
X0 X0 
ce qui correspond à un problème d'optique géométrique. Montrons 
que dans ce cas les conditions de transversalité (145) se confondent 
avec la condition d’orthogonalité, i.e. la condition d’orthogonalité 
de l’extrémale à la surface S. En portant F — n V1 + y’? + 7°? 
dans la condition (145) et en effectuant les réductions évidentes, il 
vient | | 
| Li Pr = VI Qu = 7: Pr 
17—0727 
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Or les grandeurs 14, y’ et z’ sont proportionnelles aux cosinus direc- 
teurs de la tangente à l’extrémale et les dérivées partielles de 
aux cosinus directeurs de la normale à S, donc les équations écrites 
expriment la condition d’orthogonalité mentionnée. On aura une 
situation analogue pour l'intégrale 

X1 

Je |n(e, y V1FyE dr 

X0 ' 

dans le plan (x, y) où la surface S sera remplacée par la courbe À. 
On remarquera que si dans l’intégrale (141) on se donne l'équation 

de la courbe sous la forme paramétrique y (x). z (x), i.e. l” intégrande 
sera de la forme ® (x, y, z, x’, y’, 2’), alors on vérifie aisément que 
la condition (145) devient 


Re AN A 2 (146) 
IT-18. Variables canoniques. La condition de transversalité est 
à la base de la théorie géométrique des problèmes extrémaux, une 
théorie qui joue un important rôle dans le calcul des variations. 
Avant de l’exposer nous allons effectuer un changement de variables 
dans les équations d’Euler, plus exactement passons aux variables: 
canoniques. Commençons par un espace à trois dimensions lorsque 
l'intégrale principale est de la forme 
X1 
J= | Feu y', 2, #)de. (147) 
X0 


Les équations es de cette intégrale 


F,——— e F0; F,—F;=0 (148) 


représentent un ste de deux équations de deuxième ordre. 
Faisons le changement de variables suivant 


v= Fr; w=F,, (149) : 
l’on suppose que les équations écrites sont solubles en y’ et z', i.e. 
le jacobien n’est pas nul: 
Dir Fr) 
D (y, z) 
Remplaçons la fonction F par la nouvelle fonction H: 
H (x y,zv,w)=yu+zw—-F="yF, +2F, —F, (150) 


0: 


nous supposerons que la nouvelle fonction H dépend des nouvelles. 
variables v et w. Définissons les dérivées partielles de la fonction 
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H (x, y, 2, v, w) Me Re aux quatre . variables : 


H,= Lv+ uw —F,—Fy FE, 
ou, compte tenu “ _ 
Hy = —Fy. (451) 
De la même manière on obtient par simple dérivation n 
Hy=Fs His He, (152) 


Donc au lieu des deux équations de deuxième ordre (148), nous obte- 
nons dans les nouvelles variables un système de quatre équations de 


premier ordre relativement aux fonctions y, z, v, w de la variable 
T: r 


dz . dd dw . 
Le système (153) est appelé système canonique. Des formules (150) 
et (152) on déduit immédiatement l’expression de l’intégrande F de 
la fonctionnelle en fonction de H: 


F=vH,+ wH, — H. (154) 


L'intégrale générale du système (148) ou (153) contiendra quatre 
constantes arbitraires. Par tout point de l’espace (x, y, z), pourvu 
que soient satisfaites les conditions habituelles du théorème d’exis- 
tence et d’unicité de la théorie des équations différentielles, on peut 
faire passer un faisceau d’extrémales en attribuant des valeurs ini- 
tiales arbitraires aux dérivées y” et z’. Un tel faisceau d'extrémales 
est une famille de courbes dépendant de deux constantes arbitraires, 
plus exactement des valeurs initiales des dérivées mentionnées plus 
haut. On appellera d’une manière générale famille d'extrémales 
l’ensemble des solutions de l’équation d’Euler, dépendant de deux 
constantes arbitraires et remplissant une région de l’espace sans se 
couper, i.e. un ensemble tel que par tout point de cette région de 
l’espace il passe une extrémale et une seule de cette famille. Si donc 
une telle famille d’extrémales existe, les dérivées y” et z’ prendront 
des valeurs déterminées, et, partant, les fonctions v et w également 
en chaque point de la région de l’espace remplie par cette famille 
d’extrémales, i.e. nous pouvons considérer que dans cette région de 
l’espace, v et w sont fonctions des coordonnées (x, y, z). On appellera 
ces fonctions : fonctions de pente de la famille d’extrémales mentionnée 
ci-dessus. Montrons que ces fonctions doivent vérifier des équations 
en leurs dérivées partielles. En effet les quatre fonctions 


y (x), 2 (x), vfx, y (à), 2 (xl, w fx, y (x), z (1 
de la variable indépendante x doivent vérifier le système (153). 
17% 
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En remplaçant dans les deux dernières équations de ce système 
les dérivées totales du/dx et dw/dx par leurs expressions, on obtient 


d d d d 
Ux + Vy ge + Vi = —H,; We y + UE = — H,. (155) 


En utilisant maintenant les deux autres équations du système (153), 
nous obtenons un système aux dérivées partielles que doivent véri- 
ficr les fonctions de pente v (x, y, z) et w (x, y, 2): 


Ve + 0H, + vHy = —H,; w, + w,H, + w,H, = —H,. (156) 


Supposons maintenant que les fonctions v (x, y, z) et w (x, y, 2) 
n’interviennent pas comme fonctions de pente d’une famille d’ex- 
trémales, mais qu’elles sont tout simplement solutions du système 
(156). En les portant dans les seconds membres des deux premières 
équations du système (153), on obtient un système de deux équations 
de premier ordre en y et z. Après intégration de ce système, y et z 
seront fonctions de x et de deux constantes arbitraires. En portant 
les expressions de y et z, soient y (x, Ci, C)) et z (x, C,, C,) dans les 
fonctions v (x, y, z) et w (x, y, z), on exprime v (x, y, z) et w (x, y, 2) 
en fonction de zx et de deux constantes arbitraires mentionnées. 

On démontre aisément que les deux dernières équations du systè- 
me (153) seront de même vérifiées. En effet, en utilisant la règle de 
dérivation d’une fonction composée et compte tenu de deux premiè- 
res équations du système (153), on obtient 


dv 
ae = Vx + VyHo + 0H, 


d’où, en vertu de la première des équations du système (156), on 
: “. : dv a . 
obtient l'équation = = —H,. De la même manière on démontre la 


validité de la dernière des équations du système (193). 

Si les extrémales y (x, C;, C) et z (x, C1, C2) remplissent une ré- 
gion de l’espace sans se couper, i.e. engendrent une famille d'extré- 
males, alors relativement à cette famille les fonctions v et w que nous 
avons prises comme solutions arbitraires du système (156), seront 
des fonctions de pente. Nous avons donc démontré que lorsqu'on con- 
nait une solution du système (156), on peut construire la famille cor- 
respondante d'extrémales pour laquelle les deux fonctions de cette solu- 
tion seront les fonctions de pente. Nous nous limitons bien sûr à la 
région de l'espace où y(x, C,, C,) et z (x, C;, C:) constituent une 
famille d’extrémales, i.e. à la région qu'elles remplissent sans se 
couper. 

Voyons comment se transforme la condition de transversalité 
dans les variables canoniques. Dans les anciennes variables cette 
condition est (142). En utilisant les formules (150) et (152), la condi- 
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tion de transversalité devient 
_ Hôx + vôy + wôz= 0. (157) 


I1-19. Champ d’extrémales dans un espace à trois dimensions. 
Passons maintenant à l'exposé de la théorie géométrique pour le 
cas de l'intégrale (147). 

Nous étudierons des familles spéciales d’extrémales que nous 
allons maintenant définir. Soit / une courbe dans l’espace. On ap- 
pellera quasi-longueur ou J-longueur de cette courbe la grandeur de 
l'intégrale (147) prise le long d’elle. Ainsi, dans le cas de l'intégrale 
(2) du problème d'optique géométrique, la quasi-longueur repré- 
sentera le temps mis par un point pour parcourir la courbe Z à une 
vitesse v (x, y, 2). 

Considérons un faisceau d’extrémales issues d’un point M, de 
l’espace et supposons qu’il engendre une famille dans un certain 
voisinage du point W,, i.e. supposons que dans ce voisinage les extré- 
males du faisceau ne se coupent pas, sauf au point W,. Sur chaque 
extrémale portons un arc M,M tel que sa quasi-longueur soit égale à 
un même nombre p pour toutes les extrémales. Le lieu géométrique 
des points M est une surface que nous appellerons quasi-sphère de 
centre M,. En faisant varier le nombre p, on obtient une famille de 
quasi-sphères dépendant d’un seul paramètre et remplissant un cer- 
tain voisinage du point M,. On voit aisément que les extrémales du 
faisceau couperont transversalement les quasi-sphères, i.e. en chaque 
point d’un certain voisinage du point MW, les fonctions de pente 
v (x, y, 2) et w (x, y, z) de notre faisceau d’extrémales vérifieront la 
condition de transversalité (157), où ôx, Ôy, Ôz sont les composantes 
d’un déplacement infiniment petit sur la quasi-sphère passant par 
le point M4. 

Considérons en effet la formule donnant l’expression de la varia- 
tion de la fonctionnelle (147) dans le cas général 


X1 


ÔT = [ — Hôx + vôy + wôz];=x3 + | Ce, — + Fy) Ôy + 


Xo 


a (F — PF) &z| dx, (158) 


et supposons que l'extrémité M d’une extrémale de notre faisceau se 
déplace sur une quasi-sphère. La fonctionnelle J restant constante 
par construction, on a ÔJ — 0. Dans le second membre de la for- 
mule (158) l'intégrale est nulle, puisque la courbe considérée est une 
extrémale ; le premier terme est nul aussi à la limite inférieure, puis- 
que le point M, est fixe et l’on a donc en ce point ôx — ôy — 6z = 0, 
et pour cette raison ce terme est nul à la limite supérieure, i.e. au 
point M qui décrit la quasi-sphère mentionnée doit être satisfaite 
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la condition de transversalité (157). Remarquons que tout le faisceau 
d’extrémales dépend de deux constantes arbitraires et le déplacement 
du point M sur une quasi-sphère équivaut à faire varier ces constan- 
tes qui jouent ici le rôle des paramètres mentionnés dans [11-17]. 

Soit M un point appartenant au voisinage de M,. Les points M, 
et M peuvent être reliés par une extrémale déterminée. La grandeur 
de l'intégrale (147) prise le long de l’arc M,M est une fonction 
8 (x, y, z) des coordonnées du point M. Ceci étant l'équation de la 
famille de quasi-sphères est de toute évidence 


0 (x, y, z) = p, (159) 


où p est le paramètre introduit plus haut. On dit habituellement 
qu’un faisceau d’extrémales issues du point M, engendre (dans le 
voisinage de M,) un champ central d'extrémales. Les quasi-sphères 
mentionnées plus haut sont appelées surfaces transversales de ce 
champ et la fonction 6 la fonction fondamentale du champ. 

Voyons maintenant comment construire un champ d’extrémales. 
Soit S, une surface quelconque dans un espace à trois dimensions. 
En chaque point de cette surface, soit la condition de transversalité 
(142) définit les valeurs de y’ et z’ soit (157) définit les valeurs de v 
et w. En prenant ces valeurs de y’ et z’ pour valeurs initiales des 
dérivées on peut par chaque point de la surface S, mener une extré- 
male qui la coupe transversalement. En répétant cette construction 
pour chaque point de S, on obtient un ensemble d’extrémales dé- 
pendant de deux paramètres et coupant transversalement S,. Sup- 
posons que dans un certain voisinage de cette surface, les extrémales 
indiquées engendrent une famille i.e. elles ne se coupent pas. Por- 
tons sur chaque extrémale de natre famille à partir d’un point M 
de la surface S, un arc MM tel que l'intégrale (147) calculée le long 
de cet arc ait une valeur donnée p. Le lieu géométrique des extré- 
mités M de ces arcs est une surface S. 

On voit aisément que les extrémales de notre famille coupent 
transversalement la surface S. En effet il suffit de reprendre les rai- 
sonnements faits dans le cas du champ central. À vrai dire le point 
M, n’est pas fixe ici, il se déplace sur la surface S,, mais les extré- 
males de notre famille, de par leur construction, coupent S, trans- 
versalement, et donc dans le second membre de la formule (158) 
le terme hors du signe somme s’annule à la limite inférieure, exacte- 
ment comme dans le cas du champ central. Donc les surfaces S 
qui remplissent une région de l’espace au voisinage de la surface S;, 
coupent transversalement les extrémales de la famille construite. 
Dans ce cas on dit aussi que la famille d’extrémales est un champ 
d’extrémales et les surfaces S les surfaces transversales de ce champ. 
Donc une famille d'extrémales engendre un champ d'extrémales s'il 
existe une. famille de surfaces dépendant d'un seul paramètre et la 
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coupant transversalement. L'intégrale (147) étendue à l'arc M,M 
mentionné plus haut est une fonction 6 (x, y, z) des coordonnées du 
point M, et l'équation (159) l'équation de la famille de surfaces 
transversales de notre champ. En particulier, nous obtenons la sur- 
‘face S, pour p — 0. S'agissant de l'intégrale correspondant au 
problème d'optique géométrique, les quasi-sphères du champ central 
‘représentent le front d’ondes d’une perturbation local, ayant le 
“point M, pour siège, à des instants différents. Dans le cas général, 
les surfaces transversales S donnent aussi un front d'ondes à des 
‘instants différents, à condition que $, soit un front d’ondes à l’ins- 
‘tant initial. 

En chaque point d’une surface transversale S les coefficients de 
Ôx, ôy, Ôz qui interviennent dans la condition de transversalité (157) 
doivent être proportionnels aux cosinus directeurs de la normale à S. 
Par ailleurs, ces cosinus directeurs sont, on le sait, proportionnels 
aux dérivées partielles du premier membre de l'équation (159) par 
rapport aux coordonnées, i.e. ces dérivées partielles doivent être 
proportionnelles aux coefficients de la condition de transversalité 
(157). Mais nous allons démontrer un fait remarquable, à savoir 
qu'ici on a plus qu’une proportionnalité, on a une égalité, i.e. 

= Hz y, 2, v, 0); Fev; Tv, (160) 
où v et w interviennent comme des fonctions de (x, y, z). Ce seront 
les fonctions de pente de notre champ mentionnées dans le paragraphe 
précédent. Cette proposition, nous allons le voir, résulte directe- 
ment de la formule principale (158). 

Pour fixer les idées considérons tout d’abord un champ central. 
Comme nous l'avons déjà fait remarquer, 8 (x, y, z) est alors la 
valeur prise par l'intégrale (147) sur l’arc M,M d'une extrémale 
du champ central. 

Nous allons faire déplacer l’extrémité M non pas sur une quasi- 
sphère, comme précédemment, mais d’une manière arbitraire dans 
l'espace. Il est évident que d’une façon générale l’extrémale du 
champ joignant le point M, au point libre M variera. Dans le cas 
présent, le déplacement du point M dépendra non pas de deux para- 
mètres, comme lors du mouvement sur une quasi-sphère, mais de 
‘trois paramètres que nous ne fixerons pas. Désignons par 6 la diffé- 
rentielle correspondant à la variation de ces paramètres. Revenons à 
‘la formule principale (158), où, en vertu de ce qu’on a dit plus haut, 
on peut remplacer l'intégrale J par la fonction 8 (x, y, z). Dans le 
second membre de cette formule, l'intégrale s’annule puisque l’inté- 
gration s'effectue sur une extrémale ; le terme hors du signe somme 
s’annule également à la limite inférieure, car le point M, est fixe: 
à la limite supérieure il n’est pas nul vu que le point M se déplace 
non pas sur une quasi-sphère, mais d’une manière arbitraire; nous 
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aurons donc l'égalité 
Ô0 (x, y, z) — — Hôx + vôy + wôz, (161) 


qui entraîne la formule (160). 

Ces formules se démontrent d'une manière analogue quel que 
soit le champ considéré. Au lieu d’une quasi-sphère nous avons une 
surface S et le terme hors du signe somme de (158) s’annule comme 
précédemment à la limite inférieure, puisque S, coupe transversale- 
ment les extrémales du champ. ; 

En éliminant v et w des trois équations (160), on obtient une 
équation aux dérivées partielles de premier ordre relativement à la 
fonction fondamentale du champ: 


0, + A (x, y, z, 6,, 0,) = 0. (162) 


Donc la fonction fondamentale de tout champ doit être solution de la 
même équation (162). Montrons qu'inversement d'une manière géné- 
rale toute solution de l'équation (162) est fonction fondamentale 
d'un champ. 

Soit 0 une solution de l'équation (162). Définissons les fonc- 
tions v et w par les formules: 


v=0p ; w—0!. (163) 
En dérivant l'identité 
O9 + H (x, y, z, 08”, 00) — 0 (164) 


par rapport à y et z, on obtient deux équations (156), i.e. comme 
nous l'avons vu plus haut, aux fonctions v et w correspond une famil- 
le d’extrémales dont elles sont les fonctions de pente. En vertu de 
(163) et (164) le premier membre de l'équation (157) est la différen- 
tielle totale de la fonction 6 ?, i.e. 0 ‘® (x, y, z) — C est une famille 
de surfaces transversales pour la famille d’extrémales mentionnée 
ci-dessus, cette dernière engendre donc un champ. Dans ce cas, en 
vertu de (161), le premier membre de l'équation (157) est la diffé- 
rentielle totale de la fonction fondamentale du champ, et la fonction 
6% est donc la fonction fondamentale du champ mentionné ci-des- 
sus. Soulignons encore que de ce qui vient d’être dit il résulte que 
pour qu'une famille d’extrémales engendre un champ il faut et il 
suffit que le premier membre de l'équation (157) soit une différen- 
tielle totale, i.e. que l'intégrale curviligne de ce premier membre ne 
dépende pas du chemin d'intégration. 

Dans le cas de l’intégrale du problème fondamental d’optique 
géométrique, la condition de transversalité (142) s'écrit 


(r V EE en Ôx + 
| VI+ +2 VI+yr+35 


Ôy+n ôz—0, 


Vi+y2+7 Vi+y2+71 
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ou, après des réductions évidentes, 
dx du _ dz 
PARTS Arr 


d’où il s'ensuit immédiatement que la condition de transversalité 
se confond ici avec la condition d’orthogonalité et les surfaces trans- 
versales de tout champ coupent orthogonalement les extrémales de 
ce champ. 

Les variables canoniques et la fonction H se définissent dans ce 
cas par les égalités: 


ny nz’ 


TVR" Vire 


D es a > Ly2Lz' 
Zee Ven ou VE 


ou, en réduisant, 


? 


pipe ren nn nee Done 
Fo yen PRES 
quant à  — (162), elle devient 
6. —V n— 6-6; —6—0 ou  66+05-+0— n°? (x, y, 2). 


Sin — const, he l’espace est homogène et les extrémales seront. 
des droites. Elles engendrent un champ si et seulement si elles sont 
normales à une surface S,. Les autres surfaces transversales S, 
du champ s’obtiennent en portant sur ces normales des segments de 
même longueur. On obtient ces surfaces en construisant une famille 
de sphères centrées sur S, et de rayon fixe et en prenant ensuite 
l'enveloppe de cette famille (construction de Huygens). Cette cons- 
truction est valable dans le cas d’un espace non homogène, si seule- 
ment on remplace les sphères par des quasi-sphères. Remarquons que: 
dans (t. IT [V-1-8]) figurent les conditions pour lesquelles une famille- 
de droites sera normale à une surface. 

I1-20. Théorie du champ dans le cas général. La théorie géométri- 
que développée est valable dans le cas d’un plan où l’intégrale- 
principale est de la forme 


xX1 
je | F(x,y,y')dx. (165) 


u 


Changeons y’ en u d'après u — F,, et la fonction H (x, y, u) 
eny'F, — F. L'équation d’'Euler de l'intégrale (165) sera remplacée 
par le système de deux équations de premier ordre: 


Heu =—Hy (166) 
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La condition de transversalité 


ŒFy —y'F,) ôx + F,6y = 0 (167) 
devient dans les nouvelles variables 
| — Hôx + uôy = 0. (168) 


La famille d’extrémales doit dépendre d’un paramètre dans le 
plan et nous supposons en outre qu'elle en remplit une région sans 
se couper. Dans cette région, y’ et la nouvelle variable w seront 
fonctions des coordonnées (x, y) d’un point (x est la fonction de pente 
de la famille). On remarque que la condition de transversalité (168) 
peut être interprétée comme une équation différentielle de premier 
ordre, d’où l’on définit les courbes coupant transversalement les 
extrémales de la famille: 


PR (169) 


Dans ce cas toute famille d’extrémales engendre un champ, sous 
réserve bien entendu que soient réalisées les conditions du théorème 
d'existence et d’unicité relativement à l'équation (169). 

L'on se propose maintenant d’exposer la théorie du champ dans 
le cas multidimensionnel. Nous ne ferons pas ici les démonstrations 
qui sont analogues à celles du cas tridimensionnel. L'intégrale prin- 
cipale contient ici nr fonctions g, . . ., 4 de la variable indépendante 
x et leurs dérivées g2: 


xX1 
J = | F(t, Qi dis es Qns Qn) At. (170) 
xo 
Les extrémales correspondantes se définissent du système de n 
équations de deuxième ordre: 
d 


ir PE (k=1, RS 0) D (171) 
Remplaçons 9, par les nouvelles variables p, : 


Pr= Es (172) 


l’on suppose d’ailleurs que le jacobien 
D (CURE nes F:) 
L n 


D(g,...,9) 68) 


est non nul, i.e. les équations (172) sont solubles en g4. 
La fonction H que noussupposons Fppiere des variables (x, q2, Pr) 
a pour expression 


H (x, Qu, Pr) = > GsPs—F. (174) 
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En dérivant et compte tenu de l'équation (172), on obtient 


Ho, = — Fo; Hp, = Qh 


et le système (171) se transforme en un système canonique de 2n 
équations de premier ordre: 
dgr .  dPR 
Fa Dr a (175) 
On peut, à l’aide de l'intégrale (170), définir la notion de quasi- 
longueur de toute ligne contenue dans un espace à (7 + 1) dimensions 
engendré par les coordonnées (x, q1, . . ., 4n). Si des extrémales dé- 
pendant de nr constantes arbitraires remplissent une région d’un 
espace à (2 + 1) dimensions sans se couper, nous dirons qu’elles 
forment une famille d'extrémales. Dans cette région de l’espace, gx 
et, partant, p, sont des fonctions des coordonnées (x, q1, . . ., Qn) 
d’un point (les fonctions de pente de la famille). Le champ central 
se définit exactement comme dans l’espace à trois dimensions. Pour 
obtenir un champ général considérons une hypersurface S,: 
®P (ZT, Gus + + +, On) = 0. Les conditions de transversalité nous fournis- 
sent » relations pour définir les dérivées q; en chaque point de S,; 
en prenant ces valeurs pour valeurs initiales dans l'intégration du 
système (171), on obtient en général une famille d’extrémales coupant 
transversalement S,. Les autres surfaces S se construisent exactement 
comme dans l’espace à trois dimensions; elles couperont transversa- 
lement les extrémales de la famille, lesquelles engendrent un champ. 
Dans chaque champ existe la fonction fondamentale 6 (x, q,..., Qn) 
qui, dans le champ central par exemple, définit la valeur de l’inté- 
grale calculée du centre M, à un point variable d’une extrémale 
du champ. On définit d’une façon analogue la fonction fonda- 
mentale d’un champ quelconque. Quel que soit le champ choisi, 
on a relativement à la fonction fondamentale 


6:= —H ; On = Foi = Ph 


laquelle doit vérifier l’équation aux dérivées partielles 
0,+ À (x, di An: Ou» +. 09,) = 0. (176) 


Inversement, toute solution de cette équation est en général 
fonction fondamentale d’un champ, et, en outre, les fonctions (172) 
correspondant à ce champ sont définies par les formules p;, = 8,.. 


L'expression | 
n 
— Hôx + 2 PxÔgn 


sera une différentielle totale si et seulement si p4 seront fonctions 
de pente d’un champ. Cette condition réalisée, elle sera la différen- 
tielle totale de la fonction fondamentale 6 (x, 9, . . ., 4) de ce champ. 
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If-21. Cas particulier. On se propose maintenant d'étudier un 
important cas particulier. Supposons que F est une fonction homogène 
du premier degré en g, comme dans le cas du problème variationnel 
résolu sous forme paramétrique. La formule d’Euler pour les fonc- 
tions homogènes donne 


S'aF.=F. (177} 
1 
En dérivant par rapport à gx, il vient 
ñn 
à GE a 5 0, 


et le jacobien de ce système homogène doit s’annuler. Or c'est pré- 
cisément le jacobien (173) dont on a supposé qu’il était non nul pour 
que soit possible le passage aux variables canoniques. Donc de (177} 
il résulte immédiatement que la fonction H est identiquement nulle. 
En s'inspirant de l'exposé antérieur, on peut définir la notion de 
champ d’extrémales et de fonction fondamentale 6 (x, 1, - . ., Qn} 
dont les dérivées partielles seront définies par les égalités : 


0x = F2 gFr=0; Fr. (178) 


La première de ces équations dit que la fonction fondamentale ne 
contient pas x. Les seconds membres des équations 04, = F4, sont 
des fonctions homogènes de degré zéro en 93. A l’aide de ces équations 
on peut exprimer les rapports g:/q, (k = 2, ..., n) en fonction des 
dérivées 04, En portant ces expressions dans l'équation (177), on 
obtient une équation aux dérivées partielles qui remplacera ici 
l'équation (176). 

Effectuons les calculs pour le cas d’une intégrale exprimant la longueur 
d’une courbe dans un espace de nr dimensions: 


X1 
ASE D aingias dx (479) 


i, k=1 


Les coefficients a;, vérifient ” relation a;, = a; et sont fonctions des varia- 
bles g,. On a ici 


n 
__ ré 
6, =F, = 
CES q, D —7— (r à à dird; x). 


s—i 


d'o 


CE 
I 

LA > 
En 

ë 

Poe 
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où À ;4 désigne les éléments de la matrice inverse de la matrice a;x (t. IT, [1-1-2]). 
En portant l'expression de q,/E dans l'équation (177), on obtient l'équation 


aux dérivées partielles cherchée que doit satisfaire la fonction fondamentale 
de tout champ d’extrémales pour l’intégrale (179): 


n 
D} 1455070 2. (180) 
" i ‘Rk 


1, k= 


La valeur prise par l'intégrale (179) sur l’arc MoM d'une extrémale du 
champ exprime la distance géodésique entre les points M, et M. Pour définir 


le carré de cette distance T — 62, on dispose dans tout champ de l'équation 
aux dérivées partielles: 


n 

\ = 
2 Ain ol a, AT + (181) 
î, k—1 


Dans ce problème la variable indépendante est un paramètre que l’on peut 
arbitrairement choisir et qui n’intervient pas dans l'expression des coefficients 
a;g et de la fonction 6. Nous pouvons étudier ici le champ et la fonction fonda- 
mentale dans l’espace de n dimensions engendré par (q1, 42,..., 41); l’une de 
ces variables peut être considérée comme indépendante et l’équation (180) s’écrit 
alors sous la forme symétrique de l’équation (176). 

Dans le cas où le problème fondamental d'optique géométrique est résolu 
sous forme paramétrique 


F=n(z, y,2) Vr?+y 2423, 
l'équation (180) s'écrit 
OO LOZ— n2 (x, y, 2). 


Nous avons déjà déduit cette équation à partir d’une forme de l'intégrale fonda- 
mentale où x jouait le rôle de variable indépendante. 

Dans la théorie exposée, nous n’avons admis nulle part que l’itégrande F 
ne dépendait pas de la variable indépendante x. Dans le cas du problème des 
géodésiques auquel correspond l'intégrale (179), les a;; ne contenaient pas la 
variable indépendante. L'on peut agir autrement. Désignant, comme dans 
[11-13], le radicande de la formule (179) par œ@ et prenant pour paramètre la 
longueur de l’arc, i. e. introduisant la relation 


n 
p= À, ang 
i, k=1 
on obtient le système d'équations différentielles (111): 
d : 
Par 7e Vai = 0 st, 2 sun), 


dans lequel on peut passer aux variables canoniques par le procédé habituel, 
i. e. en remplaçant g; par les nouvelles variables p; — gi. 
n 


La fonction Æ est définie par À (qz, pr) = 2 4:Ps — œp et puisque æ est un 


s—1 
polynôme homogène du deuxième degré en g{, il résulte immédiatement que 
H — q. En exprimant q en fonction de g, et p, et en portant p, — 6, dans la 
relation @ = 1, on obtient une équation aux dérivées partielles en 0. En dési- 
gnant, pour fixer les idées, + par æ, on obtient le système canonique 


dqn . Apr __ 2 
En D rONE Var OO RENE 
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Comme (9x, pr) est un polynôme homogène du deuxième degré en Phr 
les équations écrites restent inchangées si l’on y remplace simultanément pz 
par ap, et s par & ls, où «& est une constante arbitraire. Soient g{® et p{t/les valeurs 


initiales de g, et p, pour s= 0. En vertu de ce qui a été dit plus haut, on affirme 
que dans la solution du système canonique, les quantités p,, p{® et s ne figu- 


rent que dans les combinaisons sp, et sp}, i. e. cette solution est de la forme 


Qu = Pr (Mrs 9)5 tn = Vn (ns 9) (= 1,2, ...,n), 


où #4 — spg et rx — sp. Compte tenu de la relation 4 (g,, px) — 1 et du fait 
que ty — Spr, On affirme que le carré de la distance géodésique du point 
(95°, g$0, . .., g®) au point (g3; os + + +; Qn) est susceptible de s'exprimer 


par la formule 
2 = TV (gr tn) = Ÿ qu, Var, a). 


En utilisant les égalités g, — x (r., af), on peut exprimer r; en fonction de 
gr et gi et, par conséquent, le second membre de la formule ci-dessus s’exprime- 
ra en fonction de qy et gif. 


11-22. Théorème de Jacobi. Si nous intégrons entièrement le 
système d'équations différentielles ordinaires (175), nous pouvons 
bien entendu construire tous les champs correspondant au problème 
variationnel considéré et, partant, trouver toute solution de l’équa- 
tion (176). Nous reviendrons sur cette question dans la deuxième 
partie de ce tome, lorsque nous exposerons la théorie des équations 
aux dérivées partielles de premier ordre. Inversement, si nous savons 
résoudre l'équation (176), nous allons montrer qu'il est possible de 
construire l’intégrale générale du système (175). Il faut simplement 
préciser ce qu’on entend par « nous savons résoudre l'équation (176) ». 
Cette équation doit définir une fonction 6 des variables indépendan-. 
tes (Z, Q1, + + +» Qn). Comme cette équation ne contient pas la fonction 8 
elle-même, alors en ajoutant un terme constant a à l’une quelcon- 
que de ses solutions, on obtient de nouveau une solution. On appellera 
intégrale complète de cette équation une de ses solutions qui en dehors 
de la constante a mentionnée contient encore #7 constantes arbitraires 


O— (x, Qu - ++ Qnr Mo + + + On) + 0; (182): 


on suppose par ailleurs que le jacobien d'éléments les dérivées par- 
tielles secondes 6,4, n’est pas nul. Il s'avère que si l’on connaît 
une intégrale complète de l’équation (176), il est possible moyennant 
de simples dérivations de construire l’intégrale générale du système 
(175), plus exactement a lieu le théorème suivant de Jacobi: 

Si l’on connaît une intégrale complète (182) de l'équation (176), 
alors les relations 


= bp; (183) 
Oo, — PR (& = 1, ....s n), (183:) 


où a et b, sont des constantes arbitraires, donnent la solution du systè- 
me (175) en fonction de 2n constantes arbitraires. 
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Le jacobien || 63,2, 1| étant non nul par hypothèse, nous pouvons 
résoudre l'équation (183) par rapport à g; et nous obtiendrons les 
variables q, en fonction de la variable indépendante x et des constan- 
tes arbitraires a, et b, (s — 1, 2,...,n). En portant ces expressions 
de g, dans les premiers membres des équations (183), on obtient 
aussi p4, en fonction de x, a, ..., a, et il nous faut démontrer que 
les expressions de g, et p4 ainsi obtenues vérifient le système (175). 
En dérivant l'équation (183) par rapport à x et l'équation (176) 
par rapport à a;, on obtient 2n égalités 


+2 020 : dgs. 0: 
F + “0qs0a; dx | 


928 020 | 
ôx da; +3 8,2 Ôqs 0a; = 0 (lis n), 


qui entraînent les » 


020 dqs | 
> “0gs 0aÿ (5 —H,)=0 = t;.:.s5in); 


Par hypothèse || Oasa; || 0, ce qui entraîne aussitôt de = H,. 


8 
Pour prouver la validité des autres équations du système (175), on 
dérive l'équation (183,) par rapport à x et l'équation (176) par 
rapport à g:;: 
dpi 920 dqs 
dx ee +5 ‘09:04; dr ? 





026 020 
ÉPY TEE > Ho gsog + Ma 
s—=1 


En soustrayant membre à membre et en utilisant les égalités déjà 
démontrées, on obtient les autres équations du système (175). 

Nous voyons donc que lorsqu'on connaît une intégrale complète 
de l’équation (176), on a l'intégrale générale du système (175) qui 
définit les extrémales du problème étudié. La relation entre le systè- 
me (175) et l'équation (176) traduit le fait géométrique que tout 
champ du problème extrémal peut être décrit soit à l’aide des extré- 
males elles-mêmes, soit à l’aide des surfaces transversales de ce 
champ. 

11-23. Solutions discontinues. Dans certains cas il arrive que 
parmi les courbes à tangente continôment variable, il n’en existe 
aucune qui réalise l’extrémum de la fonctionnelle et l’on se demande 
alors s’il n’est pas possible de chercher la solution dans une classe : 


0 — 
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plus générale, par exemple, parmi les courbes qui en des points 
isolés n’admettent pas de tangente ou, plus exactement, admettent 
une tangente à gauche et une tangente à droite (courbes à points 
anguleux). Exposons les grandes lignes du raisonnement pour le 
cas de la fonctionnelle simple 


X1 
je | F(x, y, y) dz. (184) 


Xo 


Considérons tout d’abord un cas particulier, celui de la fonction- 
nelle 
1 
j= | ÿ2 (1 — y}? dx ; (185) 


—1 


remarquons que l’extrémale cherchée doit passer par les points 
M, (—1, 0) et M, (1, 1). Sur une telle courbe, la fonctionnelle 
(185) prendra de toute évidence une valeur positive. Construisons 
une ligne constituée de deux segments de droites et joignant les 
points M, et M,, plus exactement, construisons la ligne polygonale 
M,OM,, où O est l’origine des coordonnées du plan (x, y). On voit 
aisément que la fonctionnelle (185) associée à la ligne polygonale 
est nulle, puisque y — 0 sur le segment M,0 et y’ — 1 sur le seg- 
ment OW,. Cette ligne qui présente un point anguleux à l’origine 
des coordonnées donnera de toute évidence un extrémum de l'inté- 
grale (185). 

Plaçons-nous maintenant dans le cas général. Supposons qu’une 
ligne joignant les points (x,, y,) et (x, y,) et présentant un point 
anguleux (x, y.) réalise un extrémum de la fonctionnelle (184) 
par rapport aux courbes suffisamment voisines passant par les extré- 
mités (x5, Yo) et (x1, y.) et susceptibles aussi de présenter un point 
anguleux. Nous pouvons fixer aussi bien les extrémités (ts, yo) et 
(z1, y.) que le point anguleux (x,, y.) de la courbe cherchée. Ceci 
posé cette courbe réalisera a fortiori un extrémum de l'intégrale (184). 
Il s'ensuit immédiatement que les portions de courbe correspondant 
aux intervalles [x,, x,]l et [x,, x,l de l'axe des x doivent être les extré- 
males du problème, i.e. doivent vérifier l'équation correspondante 
d’Euler. Il est important de définir les conditions que doivent satis- 
faire l’ordonnée et les coefficients angulaires des tangentes à la 
courbe au point anguleux. Définissons la variation de l'intégrale 
(184) en prenant notre courbe pour initiale et en partageant l’inter- 
valle {x,, x,l en deux parties: [x,, x] et [x,, xl. 

Les extrémités de la courbe étant fixées et les deux portions de 
courbe vérifiant l'équation d’Euler, on obtient l'expression suivante 
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si la variation première: 
J=(F—-y'EFyls,-0 022 —[F—Y'Fy lx2+0 Te + 
| + [Fy LS Ôya — [Fykx24+0 Ôy2. 


Comme x, et ôy, sont arbitraires, on obtient les deux conditions 
suivantes qui doivent être réalisées au point anguleux de notre courbe 
si celle-ci donne un extrémum de l'intégrale (184): 


CF — y Eplee0 = —Y'Fyelast0 5 [Fyelxr-0 = [Fylestoe (186) 


Ces conditions sont appelées conditions de Weierstrass-Erdmann. Le 
lecteur est invité à vérifier qu’elles seront effectivement réalisées à 
l origine des coordonnées pour la ligne polygonale réalisant un 
extrémum de l'intégrale (185). 

. Remarquons que les conditions (186) VIÉNNCRE à exiger la con- 
tinuité des expressions F—y'F,, et F, au point x — x, où y” 
présente un saut. Ces expressions seront de toute évidence continues 
aux points de continuité de y’. Supposons qu’on ait réussi à construire 
l’ intégrale générale de l’équation d’Euler. Les deux constantes arbi- 
traires qui interviennent dans cette intégrale prendront en général des 
valeurs distinctes dans les intervalles [x,, x,l ou [x,, xl. Supposons 
que : 
is y = @1 (2 Cr Co) 
est l’intégrale générale dans l'intervalle [x,, x.] et 

y = Oo (ts Cas Ci) 


dans l'intervalle [x,, z,l. Il nous faut définir cinq constantes, plus 
exactement les valeurs des constantes arbitraires C,, C+, Cy C, et 
de l’abscisse x, du point anguleux. Nous disposons de deux conditions 
aux limites pour x = x, et x — x;, ainsi que des deux conditions 
(186). La cinquième égalité qui nous manque est fournie par la con- 
dition de continuité de la courbe pour x = x, : 


O (Tor Cas Co) = Do (ta Ca Ci). 
D'une manière analogue on aurait pu étudier le cas où les oh 
présentent plusieurs points anguleux. 


On obtient des conditions semblables pour le problème discontinu 
dans le cas d’une intégrale multiple: 


B 


Admettons qu'une surface u (x, y) donrie un extrémum de cette 
intégrale : on suppose que le contour est fixe et que la surface contient 
une ligne de discontinuité. Autrement dit, la fonction w (x, y) doit 
être définie dans un domaine B du plan (x, y), prendre des valeurs 
18—0727 
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données sur le contour de ce domaine qui est susceptible de renfermer 
une ligne À sur laquelle les dérivées premières de la fonction u (x, y) 
présentent une discontinuité de sorte que des deux côtés de cette 
ligne les dérivées partielles mentionnées ont des limites déterminées, 
pas forcément égales. Parmi cette classe de fonctions, on cherche 
une fonction qui réalise un extrémum de l'intégrale (187). 

Supposons qu’une fonction réalise effectivement cet extrémum 
et qu'elle possède à l’intérieur de B une ligne de discontinuité À 
qui partage le domaine B en deux régions B, et B. En reprenant 
point par point les raisonnements précédents, on s'assure que la 
fonction u (x, y) doit être solution de l'équation d’ Ostrogradski dans 
les régions B, et B,. Il est très important de préciser les conditions 
que doivent satisfaire la fonction uw (x, y) et ses dérivées partielles 
premières sur la ligne À. Supposons que œ est une fonction contenant 
u (x, y) et ses dérivées partielles premières. Cette fonction tendra 
vers des limites généralement distinctes, que nous noterons , et p:, 
selon qu’elle se rapprochera de À à partir de B, ou de B,. Désignons 
la différence de ces limites, i.e. le saut de la fonction , par 


Hp] = pe — Pre 


Revenons à la formule (33) qui exprime la variation de l’intégrale 
double. Le premier terme du second membre peut se mettre sous la 


forme : 
feutre, Sr, À) ds, 
d 


ds 
extérieure n au contour {, 


Î Ou [Fu cos (7, x) + Fu, cos (n, y)] ds. 


l 


: d dx : : 
ou, puisque Te et (— =) sont les cosinus directeurs de la normale 


Appliquons maintenant la formule (33) à l'intégrale (187) e 
divisant le domaine B en deux régions B, et B,. Comme dans hace 
de ces régions la fonction uw (x, y) vérifie l'équation d’Ostrogradski, 
les intégrales doubles seront nulles. Les contours B, et B, seront 
constitués d’une partie du contour L et de la ligne À. Sur le contour 
l nous avons ôu — 0, sur le contour À les cosinus directeurs des norma- 
les extérieures au domaine B, et B, diffèrent par leur signe seulement. 
Nous obtenons donc en définitive 


ÔT — [sut ]cos(n, x) +{Fy 1 c0S(n, y)} ds, 


où n est le sens de la normale à À, extérieure relativement à B.. 
De la condition ôJ — 0 et du fait que ôu est arbitraire, on déduit 
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une des conditions qui doivent être réalisées sur À: 
[F,1cos (nr, x) + [Fu] cos(n, y) =0. (188) 


Nous avons obtenu une seule condition, parce qu’en étudiant la 
variation première de l'intégrale (187), nous avons supposé que la 
ligne À était fixe. Une étude plus poussée de la variation de l’intégra- 
le nous conduit à une deuxième condition de la forme *): 


[FT = (Fu) lux] + (Fu )e luyl, (189) 


où l’indice 2 affectant les parenthèses montre que les valeurs figurant 
entre ces parenthèses sont prises sur À du côté du domaine B,. Les 
conditions (188) et (189) sont analogues aux conditions (186) pour 
la fonctionnelle (184). 

II-24. Extrémum unilatéral. Dans le paragraphe [II-7], nous 
avons étudié le problème suivant: parmi les courbes joignant les 
points M, et M, du plan (x, y) trouver celle qui en tournant autour 
de l’axe OX engendre la surface d’aire 
minimum. 

La fonctionnelle de ce problème est 

(x4 
J = | yVi+y? dx. 

En toute rigueur nous devons assujettir 
la courbe y (x) à passer au-dessus de l’axe 
OX, ï.e. y (x) > 0. Les problèmes varia- Fig. 3 
tionnels où les fonctions cherchées (ou leurs 
dérivées) doivent vérifier certaines inégalités 
sont généralement appelés problèmes d'’extrémum unilatéral. 

Considérons le problème simple d’extrémum de la fonctionnelle 





X1 ; 
J = | F(z,y,y')dz (190) 
Xo : “ 5 


avec la condition supplémentaire 
y — ® (x) > 0, 


où p (x) est une fonction donnée admettant une dérivée continue. 
Autrement dit, la courbe cherchée y (x) doit se trouver au-dessus 
de la courbe y — (x). D'autre part, elle doit passer par deux 
points donnés M, (Zo, Yo) et M, (x, y:1). Elle peut être constituée 
de portions se trouvant au-dessus et sur la courbe y — (x) elle- 
même. Sur la fig. 3 sont représentées les portions M,A et BM, situées 
au-dessus de cette courbe et la portion AB de cette courbe. On peut 


*) N. Gunter, Cours de calcul des variations, Gostechizdat, 1941, en russe: 
18* 
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avoir une variation bilatérale pour les portions M,A et BM, qui, 
comme toujours, seront extrémales de l'intégrale (190). Sur la por- 
tion AB on ne peut avoir qu’une variation unilatérale pour laquelle 
ôy > 0. Compte tenu de la formule (17) de la variation de l’intégra- 
le (190), on affirme que pour que cette intégrale soit minimale il 
est nécessaire que l’on ait sur AB 


d 
Fy— Fy>0 


D'autre part, pour que l’extrémum existe il faut que soit réalisée 
une certaine condition aux points À et B. Sans nous attarder sur 
cette question, soulignons que dans le cas simple cette condition 
est que les lignes M,A4 et BM, admettent aux points À et B une 
tangente commune avec la ligne AB. 

II-25. Variation seconde. Jusqu'ici nous n'avons étudié que la 
variation première des fonctionnelles de forme différente. La nullité 
de la variation première était une condition nécessaire pour que 
la courbe ou la surface donnée réalisât un extrémum de la fonctionnel- 
le correspondante. Cette condition est exactement la même qu’en 
calcul différentiel, savoir qu’une condition nécessaire pour qu’une 
fonction de plusieurs variables atteigne son extrémum en un point 
est que sa différentielle totale de premier ordre s’annule en ce point. 
En calcul différentiel nous avons parfois défini des conditions suffi- 
santes à l’aide des dérivées partielles secondes de la fonction étudiée. 
En calcul des variations les conditions suffisantes sont bien plus 
difficiles à établir. Nous nous bornerons à la fonctionnelle simple 


Xi . ! ; 
J = F(x, y, y") dx, (191) 


les extrémités sont supposées fixes. Considérons comme toujours les 
courbes voisines y (x) + an (x) et définissons la variation seconde 
de la fonctionnelle (191) comme le terme en «? du développement 
de J (x) selon les puissances de a, i.e. posons 


2 = d2J ] 
PT | Lo” 


Ceci nous conduit directement à la formule 


ee it 
PT | (Pn+ 20m + And de, (192) 
D xo: 
où . , LA 
L |  P=Fyy; Q=Fy 5 R=Fyy. … (193) 
Comme 2Qnn = Q —— 2 ) , alors en admettant l'existence des 


AÉEINESS respectives de F, intégrant par parties et compte tenu du 


11-26. CONDITION DE JACOBI 277 
fait n (to) = 1 (x,) = 0, il vient 
er=* j (SNL A) dr où S= pt. (494) 


On suppose que la ous nécessaire d'extrémum est réalisée, 
i.e. que la courbe y (x) est extrémale. Pour fixer les idées, nous cher- 
cherons le minimum de l'intégrale (191). La fonction J (æ) doit être 
minimale pour & — 0, donc une condition nécessaire de minimum 
est que ÔJ > 0, quel que soit le choix de n (x). Montrons que ceci 
entraîne immédiaterhent que sur notre courbe l’on doit avoir R > 0. 
En effet, supposons qu’il existe un point x = c où R (c) <0. La 
fonction À (x) étant continue, cette inégalité sera valable dans un 
intervalle suffisamment petit [ce — e, c + el. Définissons mainte- 
nant une. fonction n (x) telle qu’elle s’annule à l'extérieur de cet 
intervalle ; qu’en ses extrémités elle soit pourvue de toutes les déri- 
vées nécessaires ; qu'elle soit suffisamment petite en valeur absolue 
dans cet intervalle et enfin qu’elle y oscille assez rapidement. Avec 
une telle fonction n (x), l'intégrale (194) se ramène à une intégrale 
sur l'intervalle [ec — &, c + e] sur lequel Ia fonction R (x) est par 
hypothèse négative. Sous le signe somme le terme en n'? (x) dominera 
et l'intégrale sera négative, ce qui contredit la condition nécessaire 
de minimum de l'intégrale (191). Donc, pour que l’extrémale y (x) 
réalise le minimum de l'intégrale (191), il est nécessaire que sur cette 
extrémale soit réalisée la condition 
Fyy >0. (195) 
D'une façon analogue pour qu’une extrémale donne le maximum de 
l'intégrale (191), il faut que sur cette extrémale soit réalisée la con- 
dition 
Fyryr 0. 

Cette condition porte habituellement le nom de condition de 
Legendre. 

11-26. Condition de Jacobi. Avant de poursuivre notre étude de 
la variation seconde faisons quelques rappels sur les racines des 
solutions d'équations linéaires de second ordre (t. II [II-1-7]): 


y" +p(ax)y +aq(x)y =0, (196) 


les coefficients p (x) et g (x) sont supposés continus dans l'intervalle 
[to 21. Si x = c est un point arbitraire de cet intervalle, alors pour 
des conditions initiales quelconques 


yC=ua;y (= 


l'équation (196) admet une solution unique dans l'intervalle [x,, 2 
tout entier. Si « = f = 0, alors y (x) = 0. Ceci épuise toutes les 


278 CH. II. CALCUL DES VARIATIONS 


solutions de l'équation (196). Si x, est contenu dans [x,, 2.1 et y (x) 
est une solution non triviale de (196) telle que y (x3) — 0, alors 
y (x2) 5 0 et y (x) change de signe en passant par la racine x = x3. 
Si y, (x) et ya (x) sont deux solutions quelconques de l’équation (196), 
possédant une racine commune, alors elles sont linéairement indé- 
pendantes. Si ces solutions ER une racine commune 
TZ = Le (To € La ET) 
Ya (te) = 0; Yi (ts) = B13 Ya (te) = 0; 
Ya (Te) = Be (B1 et Ba Æ 0), 
alors elles sont linéairement dépendantes, i.e. 
Baÿ1 (x) = Biya (x) 
et par conséquent elles possèdent des racines communes. 
Si y. (x) et y, (x) sont linéairement indépendantes, leurs racines 
alternent, i.e. l'intervalle de deux racines successives d’une solution 
contient une racine et une seule de l’autre. 


Complétons notre exposé. Sait y, (x) une solution de l'équation 
(196) vérifiant la condition 


Yo (Go) = 0; y (to) = 1. 


Supposons que cette solution y, (x) ne possède pas de racine pour 
Zo < x EL r,. Ceci étant aucune solution ne peut posséder plus d’une 
racine dans l'intervalle [x,, xl en vertu de l’alternance des racines 
de solutions linéairement indépendantes, cependant il existe des 
solutions n’admettant aucune racine dans l'intervalle [x,, xl. 
Montrons cette dernière assertion. Soit y, (x) une solution de l’équa- 
tion (196) définie par les conditions initiales 


Yi (to) = #3; Yi (xo) = 1, (197) 


où k est un nombre positif petit. Dans tout intervalle 0 < k < 6, 
où Ô est un nombre positif fixe, on vérifie aisément que la série 
obtenue en construisant la solution y, (x) (t. II [II-3-1]) converge 
uniformément en k, donc y, (x) est une fonction continue de k quels 
que soient x € [xo, xl et 0 < k < 6. Lorsque k — 0, la solution 
Y, (x) n’est autre que y, (x) et yo (x1) >> 0 par hypothèse, donc 
Y1 (1) > 0 pour les k positifs suffisamment proches de zéro. Il 
s'ensuit immédiatement que y, (x) ne possède pas de racine dans 
l'intervalle [x,, x.,] pour les 4 considérés. En effet, y, (x,) = k et 
Y1 (21) >> 0 sont toutes deux positives. Si y, (x) possédait des racines 
dans l'intervalle [x,, xl, elle en posséderait au minimum deux, car 
elle doit changer de signe lorsque x passe par l’une de ces racines; 
or nous avons vu que si y, (x) ne possède pas de racine pour zx, << 
< x < %, alors aucune solution ne peut posséder plus d’une racine 
dans l'intervalle to, M]. 
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Reprenons l'étude de la variation seconde. Supposons que sur 
l’extrémale y — y (x) est réalisée une condition plus stricte que la 
condition (195), plus exactement que 


Fyy > (0 <T< 2H). (198) 


Cette condition est appelée condition de Legendre au sens strict. 
Changeons n en vw dans l'intégrale de la formule (194) : 


K (u)= | (Su? + Ru'?) dx. (199) 


L'équation d’Euler s'écrit pour cette intégrale 
L(u) = (Ru')—Su=0, | (200) 


R = Fry lest le coefficient de w” et si l’on divise les deux membres 
par À, on obtient en vertu de la condition (198) une équation de la 
forme (196) à coefficients p (x) et q (x) continus dans l'intervalle 
[a, bl. Donc tout ce que nous avons dit sur les solutions de l’équa- 
tion (196) a lieu pour l’équation (200). Puisque Ru’? dx — Ru’ du, 
en intégrant .par parties et compte tenu des conditions w (x,) = 
= u (x) = 0, il vient 
xX1 : 
K (u) = — | uL (u) dx. (201) 


X0 


Soit u, (x) une solution de l'é équation (200) vérifiant les conditions 
initiales 
Uo (to) = 0; u (x) = 1. (202) 


Pour la suite il est très important de savoir si la solution Lo (x) 
possède des racines dans l'intervalle [x,, xl. Il s'avère que si de 
telles racines existent, alors l’extrémale étudiée ne peut pas réaliser 
le minimum de l'intégrale (191). 

L’équation (200) est généralement appelée équation de Jacobi 
et si uw, (x) 0 pour tr, Lx Lx, on dit que l’extrémale y (x) 
vérifie la condition de Jacobi dans l'intervalle ouvert (x,, x,) et si 
us (x) 5 O0 pour x, << x < x, qu’elle satisfait la condition de Jacobi 
au sens strict. Remarquons que les coefficients S et R de l’équation 
(200) par définition ne dépendent pas de l’extrémale et la condition 


D] 


mentionnée est effectivement une condition imposée à l’extrémale 
y (x). | 

De ce qui vient d’être dit, il résulte que si la condition de Jacobi 
est réalisée, alors aucune solution de l'équation (200) ne peut avoir 
plus d’une racine à l’intérieur de l’intervalle [x,, zl. 

Supposons que soient réalisées les COnRHQnS de J acobi et Legendre 
au sens strict. 
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Considérons maintenant une autre solution de l'équation (200), 
plus exactement, la solution u, (x) satisfaisant les conditions initiales 
Ua (Go) = k3 W (to) = 1, (203) 
où k > 0 est si petit que la solution w, (x) est strictement positive 
dans l'intervalle [x,, x.]l tout entier. En utilisant cette solution nous 
pouvons ramener l’expression (194) à une forme qui entraînera immé- 
diatement 6J > 0 
Soit © (x) une fonction quelconque pourvue d’une dérivée conti- 
nue. Nous avons l'égalité évidente: 
X1 
[ C@nn'o+ no") 42 =0, 
| ” 
puisque l’intégrande est une dérivée totale de la fonction n° o, nulle 
Que extrémités de l'intervalle. En multipliant l'intégrale écrite par 


É et en ajoutant le résultat ‘obtenu au second membre de la formu- 
le (194), il vient 


ET=S | 1(S-+0') n° + 20m + An de. 


Xo 


Si l’on exige de l'intégrande qu’elle soit un carré _. on “ébtiènt 
l'égalité 

o—R A + ©’) = 0. 
En supposant que © — — R = —,0n aboutit rééiséient à l’ équation 


(200), i.e. pour fonction © nous pouvons prendre —R 2 1, étant 


entendu que u, (x) est non nulle dans tout l'intervalle is a]. 
Ceci posé, la formule (194) devient 


ET =Ÿ [a (n+<n)" dr, (204) 
X0 


d'où il résulte que 6? J > 0, l'égalité 6J —0 n'é étant réalisée que si 
| n+n=0, zero) (205) 


Or de (205) et n (x) = 1 (x) = 0 entraîne n (x) =0 pour zx € 
€ [ro ti], car . 


L (LR {bat 
” .n(@=n (x) e #0. 
Nous avons donc ‘démontré le théorèmesuivant : 
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Théorème. Si une extrémale satisfait les conditions de Le- 
GATE et de Jacobi au sens strict, alors sur cette extrémale 


JT > 0, (206) 
l'égalité n'étant réalisée que si n (x) = 0. 


Corollaire. Au lieu de la fonctionnelle (199) considérons 
la fonctionnelle 


| jes+ruma- al u'? dx, (207) 


où k est un A positif petit. L' Éation correspondante d’Euler 
s'écrit 


: — [CR — k) u'}— Su = 0. (208) 


En vertu des nn. de Legendre et de J SCObE au sens strict, 
on peut choisir pour la fonctionnelle (207) un k >> 0 arbitrairement 
petit tel que R — k > 0 dans l'intervalle [x,, x,l et que la solution 
de l’équation (208), satisfaisant les conditions initiales 


u(xzo) = 0; uw’ (xs) = 1, (209) 


ne s’annule pas pOur Z9 TE Te Ceci étant, en appliquant le 
théorème démontré à la fonctionnelle (207), on obtient pour n = 0 


x1 x1 
| (Sn? + Rn'?) dx >+4| n° dx, (210) 
Xo Xo 

où R et S sont calculés sur l’extrémale initiale y = y (x). 

: II-27. Extrémum faible et extrémum fort. On dit que l’extré- 
male y = y (x) réalise un extrémum faible de l'intégrale (191) si elle 
réalise un extrémum (minimum ou maximum) de cette intégrale 
par rapport à toutes les courbes y (x) + n (x) situées dans e-voisinage 
de premier ordre de cette courbe [II-3], i.e. par rapport à toutes les 
courbes suffisamment voisines relativement à l’ordonnée et au coeffi- 
cient angulaire de la tangente 

In@i<e; In'@I<e (211) 
Si une extrémale réalise un extrémum de l'intégrale (191) par rap- 
port aux courbes voisines relativement à l’ordonnée seulement, i.e. 
|n (x) | Se, on dit que cette extrémale réalise un extrémum fort 
de l” intégrale. Il est évident que tout extrémum fort est extrémum 
faible. La réciproque n’est pas toujours vraie. Démontrons le théorè- 
me suivant! 


Théorème. Les conditions de Legendre et de Jacobi au sens 
strict sont suffisantes pour qu'une extrémale réalise un extrémum faible 
de l'intégrale (191). 
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On rappelle que la fonction F (x, y, y’) est supposée continue 
avec ses dérivées jusqu’au deuxième ordre dans un domaine B du 
plan (x, y) et pour des valeurs quelconques de y’. On admet que 
l’extrémale à laquelle est attachée la fonctionnelle 


= | Fe y, y) dr 


Xo 


est contenue dans le domaine B. Soit n (x) une fonction pourvue d’une 
dérivée continue dans l'intervalle [x,, x] et nulle à ses extrémités. 
Considérons le développement en série de la différence 


J (y + an) —J (y) 


jusqu'aux dérivées secondes pour « = 1: 


x1 X1 
’ 1 
Je+n—7@= | Ein Pony de+ + | (Fuyne+ 
20 &0 
+ 2Fyynn + Fyryn?) dx +6, (212) 
où 
X1 
1 T T ’ ni ’ 
= | Cu — Eyy) +2 uv — Euy NN + (Eyryr — Fyryr) N°1 dx 


X0 


et Fyys F y Fr, sont les valeurs prises par les dérivées respectives 
d'arguments (x, y (x) + 6, (x) n (x), y’ (x) + 82 (x) n° (x)) (0 < 
< 63 (x) L'1, i— 1,2). Les dérivées secondes de F étant continues 
on peut écrire Ô sous la forme 


X1 ù 
8= | (ein? 2enn' +esn'®) de, (243) 
Xo 


Où € —> 0 (k = 1, 2,3) pour |n | 0 et [n° | —+ 0. 
On a sur l’extrémale 


21 
| Œun+ Fyn') dr =0; 
Xo 

en ramenant le deuxième membre de (212) à (194), il vient 


x1 


Tu+m—T (= | (Sn2+ An?) dr +8. [244 


x0 
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Evaluons l'intégrale de n° en fonction de l'intégrale de n°. L’inéga- 
lité de Bouniakovski-Schwarz donne 


x x! | ‘x4 
me (= (| n'(oM)" <(e—20 [ne d<(e—20) [in à, 





. TN 

d'où 
x1 nr x1 . 
À ma) du < EE À n°2 (2) de. (245) 
x0 Xo | 


Evaluons maintenant la quantité 6. L’inégalité de Cauchy donne 
P2enn" 1< | es | (n° + n°). 


Compte tenu de (215) et du fait que pour tout e >> 0 donné, il existe 
un £& >> 0 tel que | ex | < e pour |n | L set [n° | L €, on obtient 


X1 


161 À tel +180 D m4 (les 1 + Je j) n°21 da, 


X0 


jé1<2e (1+ AE) Ÿ na 
et ou égard à (210) | d : 
Tu+n—-7@ > [+2 (1+ 52) | | nd 
d’où il s'ensuit É 


JTy+n)>J (y). 


si n (x) jouit des propriétés énumérées plus haut et n’est pas identi- 
quement nulle. Le théorème relatif au minimum faible est donc 
démontré. 

On démontre que si les conditions de Legendre et de Jacobi 
au sens strict sont réalisées, et si d’autre. part F,.,r (x, y, p) est 
positive pour toute valeur finie de p dans un domaine contenant 
l’extrémale y (x), alors cette extrémale réalise un minimum fort. 
Ceci est lié à la théorie du champ d’extrémales que nous allons som- 
mairement aborder dans [11-29]. 

On remarquera encore que si sur l’extrémale est réalisée la condi- 
tion de Legendre au sens strict, mais la solution u, (x) de l’équation 
(200) vérifiant la condition (202) possède des racines à l’intérieur de 
[xo, 2], alors cette extrémale ne réalise pas un minimum de l’inté- 
grale (191). 

I1-28. Cas de plusieurs fonctions. Citons des résultats analogues 
à ceux des [II-26] et [II-27] pour le cas de plusieurs fonctions, i.e. 
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pour les. fonctionnelles de la forme 


Tu 2e Vn) = jréu Un Un... va)dr. (216) 


Les méthodes de en sont en principe les mêmes que plus 
haut. 

Supposons que y = yn (x) (k — 1, ..., n) est une extrémale 
de la fonctionnelle (216), i.e. les fonctions Yyr (x) vérifient les équa- 
tions d’Euler de [II-4]. Soient nz (x) (k = 1, ..., n) les termes 
ajoutés aux fonctions y, (x), termes qui satisfont aux, conditions 
habituelles de différentiabilité et aux conditions aux limites 


| na (Go) = Nx (1) = 0 Œ& =1,..., n). 
En portant les fonctions Yh (x) dans l'expression de F et de ses déri- 
vées par rapport à y, et y, on obtient deux tables des carrés des 
fonctions de x: 


d | : 4 L .. 
Sin = (Fou, — 5 Fun) ; RE, (Gi, k=1,...,n). (217) 


Pour abréger on utilisera les notations 


(p, D= À qu(r) de(s) G=l,...,n), 
[R=1 


où Sn et Sn’ désignent le résultat de la transformation linéaire 


(Sn); = > S'iRlR (Sn’ hi = > Sie E=i, on) 


il en est de même pour Rn et Rn'. La variation seconde se ramène 

pour « = 1 à la formule 

: : x1 
4 , La 

&J (0)=—+- | 1(Sn, n)+(Rn’, n')dz, (218) 


Xo 


« 


qui est analogue à (194). 

La condition de Legendre s'exprime par une forme quadratique 
définie positive de coefficients R;4, pour tous les x € [x,, ml, i.e. par 
l'inégalité 


2 Rirki 14 2>0 . (zo LT Ti) 


pour tous les À, ” = : 2, ..., n) réels, et la condition de Legendre 
au sens strict par la forme définie positive mentionnée plus haut, i.e. 


À, Ana > e D (Go<z<z), (219) 


è 


où c est un nombre positif ee. 
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L'équation (200) est remplacée par le système d'Euler [II-4] 
pour la fonctionnelle quadratique (218): 


n 


+ DEn+Snu-(S Rinui) = 0 (x=1,2,...,n). (220) 


i—=1 î—=1 


Ups (2), Una (th oo. Unn (@) (k = 1, 2, ..., n) (221) 
les solutions du système (220) satisfaisant les conditions initiales 
uxs (to) = 0; pour s 5 k et ue (ro) = 1 (Ss — 1, ..., n), 

Us (To) = 0 (222) 


et À (x) le déterminant d’ordre n d'éléments u,; (x). La condition 
de Jacobi au sens strict dit que À (x) ne s’annule pas lorsque x, << 
< x <z,. On démontre que si les conditions de Legendre et de 
Jacobi au sens ‘strict sont réalisées sur l’extrémale y; = y; (x), 
alors celle-ci réalise un minimum faible de la fonctionnelle (216). 


II-29. Fonction de Weïerstrass. Dans ce paragraphe nous allons citer quel- 
ques résultats relatifs à l'extrémum fort. Remarquons tout d’abord que si 
pour une extrémale sont réalisées les conditions de Legendre et de Jacobi au 
sens strict, cette extrémale peut être entourée d’un champ d’extrémales. Suppo- 
sons que nous avons sur le plan (x, y) un champ d’extrémales couvrant un domai- 
ne B du plan (x, y). Le coefficient angulaire y’ de l’extrémale de notre champ, 
nous l’avons déjà mentionné, sera fonction d’un point dans le domaine B. Dési- 
gnons cette fonction par y’ = t (x, y) (fonction de pente du champ). Soit 8 (x, y) 
rs OR fondamentale du champ; sa différentielle totale est donnée par la 
ormule 


dO (x, y) = [F(æ, y, t) — tFyr (x, y, t)] dx + Fr (x, y,t) dy, (223) 


où Ô est remplacée par d. Il s'ensuit immédiatement que l’intégrale curviligne 
du second membre de la formule (223) est indépendante du chemin d’intégra- 
tion dans le domaine B. Cette intégrale peut se mettre sous la forme 


? d 
JÉreun+[rten]r,@ 9} de. (224) 
À 
On l'appelle habituellement intégrale invariante de Hilbert. Si pour courbe À 
nous prenons une extrémale du champ, alors sur cette dernière on aura l’éga- 


lité a = t(x, y) et l'intégrale (224) se ramène à l'intégrale principale: 


Je | F (=, ne) de (225) 
| À 


Ces indications préliminaires faites, passons à la déduction de la formule 
fondamentale exprimant l'accroissement de la fonctionnelle principale J. 
Soit À une extrémale de cette fonctionnelle joignant les points (xs, yo) et (z1, ya), 
et supposons que cette extrémale peut être entourée d’un champ couvrant un 
domaine B du plan (x, y). Soit Z une autre courbe pourvue d’une tangente conti- 
nûment variable, joignant les mêmes points (x, ys) et (x1, y) et contenue dans 
le domaine B. Désignons par J (1) et J: (À) les valeurs de la fonctionnelle princi- 
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pale (225) respectivement sur les lignes Z et À. La quantité J (A), nous l’avons 
vu plus haut, se confond avec la valeur de l'intégrale (224) prise sur À. Or cette 
dernière ne dépend pas du chemin et nous pouvons la calculer non pas sur l’extré- 
male À, mais sur la courbe Z. Donc nous avons 


Te Tr Ge y 94 [rte n] rer 9} à, 


et nous obtenons l’expression suivante pour la différence : 


 ()—JT (À) = Î {F (+, v ) Fr (2, y, t)— 
l 


[te »| Fa v »} dx. (226) 


Rappelons que dans cette expression t (x, y) est la pente du champ et dy/dr 
se pente de la tangente à la courbe L. Introduisons la fonction des quatre varia- 
es: 


E (x, Ys ë, n) = F (z, YU» n)—F (x, Y: E) + (n . ë) EF. (x, ÿY; Ë), (227) 


que l’on appelle ordinairement fonction de Weierstrass pour la fonctionnelle (225). 
PR la fonction introduite, nous pouvons écrire la formule (227) sous 
a forme 


19-7@= | E (zu , À) ds (228) 
l 


La formule écrite est la principale formule des conditions suffisantes de 
l’extrémum. En particulier, en l’utilisant on peut montrer que pour qu’une 
extrémale y (x) réalise un minimum fort de la fonctionnelle (225), il est néces- 
saire que l’on ait sur cette extrémale 


E (x, y, y',n) > 0 (229) 


quelle que soit n. 

La formule (228) entraîne immédiatement le théorème suivant qui donne 
déjà les conditions suffisantes d’un minimum fort: pour qu'une extrémale y (x) 
fixée à ses extrémités réalise un minimum fort, il suffit qu'on puisse l’entourer 
d’un champ et qu’il existe un voisinage de y (x) tel qu'en chacun de ses points l’on ait 


E [x, y t(x, y), n] > 0, (230) 


quel que soit n, t (x, y) désignant comme toujours la fonction de pente du champ. 
ee nous nous servons de l'équation explicite des courbes, alors en entou- 
rant l'extrémale y (x) par un champ il est nécessaire d’exiger que la famille 
d’extrémales engendrant ce champ ait une équation explicite y = y (x, «), 
où la fonction y (x, «) est pourvue de dérivées premières et secondes continues. 

En développant la différence F (x, y, 1) — F(x,v,Ë) figurant dans la 
fonction de Weierstrass en série de Taylor jusqu’au deuxième ordre selon 
(n — Ë), nous pouvons écrire la fonction de Weierstrass sous la forme 


E (e,v & Dm Fe (es y 


où n, est compris entre. Ë et n. Donc, pour que la fonction de Weierstrass soit 
positive, il suffit que, quel que soit n, l’on ait F,,? (x, y, n) > 0. De là on 
déduit une condition suffisante de minimum fort sous une forme plus simple, 
d’une façon précise, pour qu’une extrémale y (x) fixée à ses extrémités réalise 
un minimum fort, il suffit qu’on puisse l’entourer d'un champ tel qu’en chacun 
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de ses points et quel que soit n l’on ait 
Fy"y! (x, Ys n) > 0. (231) 


Les démonstrations de tous les théorèmes cités dans ce paragraphe figurent 
dans le cours de M. Lavrentiev et L. Lusternik. 

On peut reprendre les raisonnements précédents dans le cas d’une fonction- 
nelle de plusieurs fonctions (y1, Ye, : - ., yn) 


X1 
T= | Fe, y, y')de, (232) 
X0 


OÙ y — (Y1s + + +, Un) et y — (Yi, - +, Un) Sont des vecteurs de n compo- 
santes. En introduisant le vecteur de pente du champ 


y" = t(x, y), 
oùét—= (t1, ..., t,), on peut écrire une formule analogue à (223), soit 


nr n 
(x, p=[F(anth— DEF, (ay, 1]drt NS PF, (x, y, à) du, 
1 Vi 1 Vi 


et la formule (226) s'écrit en conséquence. Dans ce cas la fonction de Weierstrass 
est de la forme 
n 


dy \_ dy dy; | 
E (2, VE 4 )=r (2, Y +) — F(&, y, 12 (5-1) Fi Y th, 


1= 


et les conditions suffisantes d’extrémum fort de la fonctionnelle (232) se formu- 
lent comme précédemment. 

II-30. Exemples. 1. Considérons la fonctionnelle du problème d'optique 
géométrique dans le plan: 


X2 


J — Î n(z,y) Vi+y'?dx (n(x, y) > 0). 
xs 

Ici 1 

n (x, y 
= 0 
(1+n2)ÿ/2 
quel que soit n, i. e. est réalisée La condition (231) et donc si l’extrémale passant 
par les points M, et M, peut être entourée d’un champ, elle donnera alors un 
minimum fort de la fonctionnelle étudiée. Si n(x, y) — y-!, les extrémales 
seront des demi-cercles orthogonaux à l'axe OX dans le demi-plan y = 0. Si les 
points M9 et M, du demi-plan y => 0 ne sont de situés sur une droite perpendi- 
culaire à l’axe OX, alors par ces deux points il passe une extrémale bien définie 
qui est susceptible d’être entourée par un champ. 


2. Considérons le cas où n (x, y) — VY + h, i.e. considérons l'intégrale 


F y (x, y, n)— 


x1 
Je | y+h Vi+y'£dx (h est une constante > 0). | 
xo . | : 
L'intégrande ne contenant pas x, l'équation d’Euler admet pour intégrale 
Ce hy'? V 
ER Viry UE ec ou A ARR, 
| Viry V1+73 
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En résolvant la dernière égalité en y’ et en intégrant, on obtient l’inté- 
grale générale de l'équation d’Euler: 


2 
y+h—c= (+), 


qui est une famille de paraboles. 
Lorsque C; — 0 les extrémales sont des droites parallèles à l’axe OY. 
Considérons le faisceau d’extrémales issues de l’origine des coordonnées, 
i.e. les conditions initiales sont 


Ylx=o—= 0 y'|x=0 = 
En déduisant C; et C, de ces conditions 
initiales, on obtient + 
À 1 + 2) 2 
y= CHE Loc, 
En dérivant par rapport à & et en l'éliminant 
ensuite, on détermine l'enveloppe de cette 
famille de paraboles: 
2? 
TES 
Ce seront des paraboles de sommet À (0, —h) 
et d’axe x — O0 (fig. 4). La condition de 
Jacobi au sens strict est réalisée sur la portion d’extrémale comprise entre 
l’origine des coordonnées et tout point précédant le joins de tangence de 
cette parabole avec l'enveloppe. D'autre part, en vertu de l'inégalité 


_ _Vyth 
Ge 7° 


est réalisée la condition de Legendre au sens strict, i.e. cette portion d’extréma- 
le peut être entourée d’un champ, et, en vertu de ce qui a été dit dans l'exemple 
précédent, cet arc d’extrémale réalise un minimum fort de notre fonctionnelle. 
Soulignons que de la forme même de notre fonctionnelle, il résulte y + h > 0, 
i.e. nous avons dans ce cas le problème relatif à l’extrémum unilatéral. Dans 
le demi-plan y + k > 0 tout se passe comme d'habitude. 

3. Considérons l’intégrale 


y=-# 






Fig. 4 


1 


J= [ya 
0 


et EAN qu'il faut construire l’extrémale passant par les points M, (0, 0) 
et M1 (1, 1). | | 

DOtéprale générale de l'équation d’Euler est y = Cr + C, et l'extré- 
male y — x passe par les points donnés. Dans le cas actuel F,,, — F,,, = 0 et 
Fy'y" = 6y' ï.e. sur l'extrémale y — x nous avons Fr, — 6 = 0 ‘ef Ma condi- 
tion de Legendre au sens strict est réalisée. L'équation de Jacobi (200) s'écrit 
dans ce cas u” — 0 et la solution satisfaisant les conditions initiales (202) sera 
uo (x) = x. Cette solution ne possède pas de racine, à l'exception de x, = 0. 
Donc, les conditions de Legendre et de Jacobi au sens strict sont réalisées sur 
l'arc MoM, de l’extrémale y = x et cet arc réalise un minimum faible de notre 
fonctionnelle. 

La fonction de Weierstrass (227) devient 


E (a, y, En) = n° — 5 — 3 (n — E) E2. 
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Sur notre extrémale le premier membre de l'inégalité (229) s'écrit 


E (x, y,y', 1) = n° — 3n + 2, 


et il existe des valeurs n telles que l'inégalité (229) n°a pas lieu, i.e. l'extrémale 
y = x ne peut pas réaliser un minimum fort. 
4. Le problème relatif aux géodésiques d’une surface donnée conduit à 
la fonctionnelle {11-7]: 

ui 


_ | VE +-2Fv'+4Gv'?du, 
uo 


où E, F et G sont des fonctions données de{(u, v) et le trinôme du radicande ne 
peut prendre que des valeurs positives, i.e. £G — F?2=0et E > 0. 


On a: 
EG — F? 
Fée ont 0 
(E +2Fv' + Gv'2)°! 
et la condition (231) est réalisée, i. e. si une géodésique peut être entourée d’un 
champ de géodésiques, alors elle donnera un minimum fort à notre fonctionnelle 
pour des extrémités données. En particulier, sur une sphère on peut entourer un 


‘arc de grand cercle inférieur à x en radians par un champ d'arcs de grands cer- 
cles. 


11-31. Principe d’Ostrogradski-Hamilton. Le calcul des variations 
joue un rôle fondamental dans la déduction des équations en méca- 
nique et physique mathématique. Ces équations peuvent être déduites 
d’une façon unique à partir d’un principe variationnel à l’aide de la 
notion d'énergie. Cette dernière notion, empruntée à la mécanique 
de systèmes de points, s'étend à d’autres processus physiques et 
conduit, nous le verrons dans ls suite en utilisant les principes 
fondamentaux du calcul des variations, à un schéma général de dé- 
duction des équations de physique mathématique. Commençons par’ 
la mécanique de systèmes de points matériels. 

Soit donné un système de nr points matériels de masses mx et de 
coordonnées (x}, Yr» Zr). SUPPOSONS sis le mouvement de ce système 
est assujetti aux liaisons 





ps = 0 (s.= 1,2, +.«, m) (233) 
et qu’il a lieu sous l’action de forces dont la fonction est 
OÙ. _ 4, __ ôU 
Xi; Pi: Zn = à (234) 


œ, et U sont des fonctions données des coordonnées des points et du 
temps t. L'énergie cinétique de notre système a pour expression 
n 
F { , , ’ 
T=- D, ma (ri + yr +28). 
k=1 
._ Supposons que notre système se soit déplacé de la position Z 
qu’il occupait à l'instant t —.t, à la position ZI à l'instant t = t,. 
19—0727 
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Ce déplacement peut s'effectuer de plusieurs façons. Nous allons 
choisir une classe de mouvements admissibles de ce système, plus 
exactement les mouvements qui sont compatibles avec les liaisons 
données et qui dans l’intervalle de temps [t,, t,} transfèrent le sys- 
tème de 7 à ZI. Le principe d’Ostrogradski-Hamilton affirme que le 
mouvement réel du système est tel qu’il vérifie la condition nécessaire 
d'extrémum ôJ — 0 de l'intégrale 


l1 
= | (T +U) dt (235) 
to 


entre les instants to et ti. 

A chaque position admissible du système est associé un ensemble 
de 3n fonctions x4 (t), yx (t), zx (t) définies dans l'intervalle [£,, #,}, 
vérifiant les équations (233) et prenant des valeurs données aux 
instants {, et {,. Nous nous trouvons donc en présence d’un problème 
variationnel à liaisons holonomes (233) et extrémités fixes. Pour le 
résoudre nous devons, d’après la méthode des multiplicateurs de 
Lagrange, composer la fonction 


F=T+U+ 2 ke (#) Ps 
8=—= 
et écrire l’équation d’Euler. Il vient 


, ô 8 
Far = maths Fa Ua + Da 28e : 


on a les mêmes relations pour y, et z, et les équations d’Euler s’écri- 
vent 


TER RTS 5 Às C) = E = 0, 


s—1 


, 80. 
Te ke (1) 5e = 0, 


s—=1 





Ê@s 
HR SR G) > . 0, 


8—1 


i.e. elles se confondent avec les équations différentielles du mouve- 
ment réel, c.q.f.d. 

Si l’on définit la position du système non pas en coordonnées 
cartésiennes, mais à l’aide des paramètres indépendants g;, . . ., Qns 
où À — 3n — m, alors les fonctions U et T dépendront de ces para- 


a a qd . 
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mètres, soit 
T (gi; Qi es hs Qh dt); U (q;, +.) hs t), 


les équations des liaisons disparaissent et nous obtenons un problème 
d’extrémum de l'intégrale (235) avec des valeurs aux limites fixes 
et sans liaisons. Les équations d’Euler s’écrivent dans ce cas 


d 
To + Ua, — 7 as + Ua) = 0 
ou puisque U ne dépend pas de 9x (t. II [I-2-6]), 
Ta + Ua Ta=0 (G=1,..., h). (236) 


Les variables canoniques seront ici g; et p;, où les p;, dites impul- 
sions généralisées, sont définies par 


ô 
n=-r (W+U)= 
La fonction H [II-18] a pour expression 
k k 
H= Daipi—(T+U)= Z dila—T—U. 


Si T est un polynôme homogène du second degré en g; (t. II [I-2-6]), 
alors en vertu du théorème d’Euler sur les fonctions homogènes 
(t. I [V-1-4]), on déduit H = 2T — T — U = T — U, i.e. la fonc- 
tion À exprime l'énergie totale du système. 

II-32. Princire de moindre action. Supposons que ni la fonction 
de forces U ni les fonctions , ne contiennent {. On sait que dans ce 
cas l’intégrale d'énergie s'écrit 

T—U—=h; (237) 


elle traduit le fait que la somme de l'énergie cinétique 7 et de l’éner- 
gie potentielle (—U) est constante pendant la durée du movement. 
D'autre part, les expressions des coordonnées cartésiennes en fonction 
des paramètres g, ne contiendront pas {. L'énergie cinétique sera 
une forme quadratique des dérivées gi: , 
k 
2T = D MsTs" 7. D dijdigi (ai =a), (238) 
Fe ls J— 
où a;; sont fonctions de g.. En utilisant l’expression (237) on peut 
mettre l’intégrande de (235) sous la forme 


T+U—2T—h. 
Eliminant le terme constant, mettant 2T sous la forme 
V 2U + 2h V 2T et remplaçant 2T par son expression (238), on 
19% 
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obtient OeR suivante 


l V20+2h . 5 di5qiqi dt. (239) 


i, j=1 


Montrons que les équations d'Euler de cette intégrale nous con- 
duisent encore aux équations de Lagrange (236), obtenues plus haut. 
En effet, les équations d'Euler de l'intégrale (239) s'écrivent 


QU + nn QU + 2h 
CV mx + Ta RER 8 fy/ 27 Te] 0 
ni Si) (240) 


On remarquera que l’intégrande de (239) ne contient pas la 
variable indépendante et qu'elle est une fonction homogène du pre- 
mier degré par rapport aux dérivées gi. Donc, comme nous l’avons 
vu plus haut [II-12], l’une des équations d’Euler résultera des autres 
et nous pouvons leur ajouter une équation qui fixera le choix de la 
variable indépendante (le paramètre). Pour que cette variable soit 
le temps, il nous faut ajouter à (240) l'équation 


TT _, 
Cr 

‘qui équivaut de toute évidence à la loi de la conservation de l’éner- 
gie (237). Ceci étant les équations (240) se transformeront en équa- 
tions de Lagrange (236). Donc dans le cas considéré les équations du 
mouvement réel se déduisent de la condition nécessaire d'extrémum 
de l'intégrale (239) avec les extrémités fixes. Cette assertion constitue 
le principe de moindre action de Jacobi. 

Munissons l’espace de 4 dimensions, engendré par les coordonnées 
(di: : - , 9x) de la métrique définie par l’expression suivante de la 
différentielle de l'arc: 


R 
s2=(2U+2h) >) a:;dqdq; 
4, j—=1 


Ceci posé l'intégrale (239) peut être tout simplement notée 


fau 


et le problème fondamental de la mécanique d’un système de points 
est équivalent au problème des géodésiques dans l'espace de k di- 
mensions mentionné. On démontre que l’intégrale du mouvement 
présente un minimum faible sur des portions suffisamment petites 
de la trajectoire du mouvement réel. Considérons le mouvement 
d'inertie d’un point matériel sur une surface $S. Dans ce cas l’on 








} 
5 
; 
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admet que U—=0 et l'intégrale (239) se ramène à la forme simple 
t1 


| V T dt, (239) 


ou, si l’on introduit les coordonnées cartésiennes 


| 14 de + dy? + dz?. 
1 


Les trajectoires du mouvement seront les géodésiques de cette surface. 

On obtient l'intégrale 2 de [11-10] en appliquant le principe de 
moindre action à un point matériel se déplaçant sous l’action de la 
force de pesanteur, l’axe OY étant orienté dans le sens de la force 
de pesanteur. 


Le principe de moindre action peut être donné sous une autre forme. Sans 
nous arrêter sur la démonstration, considérons l’intégrale 


Î T di (241) 


et supposons que t, et f, sont fonctions du paramètre t. Comme condition subsi- 
diaire, à la fonctionnelle (241) ajoutons l'équation (237) où k est supposée fixe. 
On démontre que ie mouvement réel dont sont fixes les états ct les temps initiaux 
et finals satisfait les conditions nécessaires d’extrémum de la fonctionnelle 
(241). Soulignons que le temps t dait être considéré comme une fonction d’un 
paramètre auxiliaire et varier simultanément aux coordonnées gq;. Le principe 
énoncé est le principe de moindre action dans la formulation de Lagrange. 
Voyons un trait caractéristique des systèmes mécaniques comportant des 
liaisons et dépendant aussi bien des coordonnées que des vitesses. Considérons 
le cas le plus répandu de liaisons linéaires: 
R 
Ga (Que Qis vues Qu 9) D foi (dis ve. GR) =0 (s—1Â, ..., p). (242) 
i=1 
Les équations du mouvement réel du système comportant de telles liaisons 
s’écrivent 
p 
LT HU DT +0 )= SA 14, ..., k 243 
ar Cet) la tUa)= Di hofet = ee. D). (243 
8—1 
Ces k équations et p équations des liaisons permettent de déterminer (k + p) 
fonctions inconnues q1, . . ., Qh: , À). Le premier membre de (243) est 


#ñ Ld [2 kR J : * # # . 
ni même que dans les équations d’Euler, le second représente la réaction des 
iaisons. 





k 
Si les expressions > fsi (Q1s + + +: 9x) dg: sont les différentielles totales de 
i=1 
fonctions des coordonnées 
k R 
e ô 
> fi (gt .. qn) “qi = dPa (g1, ….) q)= Ÿ Fe dqi (s= 1, .….) P), 


i=1 i=1 
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alors les conditions de liaisons peuvent s'écrire @s (q1, - . ., gr) = const (s = 
= 1,..., p); dans ce cas on dit que les liaisons sont holonomes et les équations 
(243) sont les équations d’Euler déduites du problème étudié dans [I1-31]. 

Dans le cas général, (i. e. lorsque (242) ne conduit pas à des liaisons holo- 
nomes) le système mécanique est dit non holonome et les équations (243) ne 
sont pas des équations d’Euler relativement au principe variationnel de fonc- 


tions T + U + di, (t&) G,. C’est ce qui distingue le problème du mouvement 
8 


d’un système mécanique non holonome d'entre le problème variationnel com- 
portant des liaisons non holonomes étudié dans [II-9]. 

Il-33. Corde et membrane. Avant de passer à la déduction du principe 
variationnel dans la théorie générale de l’élasticité, on se propose d'étudier 
quelques cas particuliers de corps élastiques étendus dans une ou deux dimen- 
sions. La déduction du principe variationnel se ramène en quelque sorte ici à 
émettre quelques hypothèses sur l'énergie potentielle, i. e. sur le travail accom- 
pli par Les forces de déformation en fonction de la forme du corps déformé. 

Soit donnée une corde tendue le long de l'axe des x et effectuant des vibra- 
tions transversales dans le plan (x, u) (t. II [VII-1-1]). L'énergie cinétique de 
cette corde vibrante est donnée par 


l 
+ | pu? dx, 
0 


où p est la densité linéaire de la corde, x = 0 et x — 1 les abscisses de ses extré- 
mités. On supposera que le travail des forces de déformation a pour expression 
le produit de la tension 7, par l’élongation: 


l 
| Vi+u2 dx —1. 
0 


En développant ie radical d’après le binôme de Newton et en se limitant 
aux deux premiers termes, on obtient l’expression suivante pour l'énergie poten- 
tielle de la déformation: 


l 
LAPTA 
0 


Dans le cas d'une force extérieure F (x, t) rapportée à l'unité de longueur, il 
nous faut ajouter à l'énergie potentielle le terme 


l 
— | Fu dx; 
0 
finalement le princive d’Ostrogradski-Hamilton conduit à la condition néces- 
saire ÔJ = 0 pour l'intégrale 
ti l 
I=+ | | (ou? —Touë +2Fu) dx di. (244) 
to 0 | 
L'intégration s'effectue sur le rectangle 0 < x 1, to <t < t1 dans le 
plan (x, t). La corde étant fixée, nous avons sur les côtés x = 0 et x = I de ce 
rectangle la condition à La limite u — 0, et sur les côtés # — #, et t = t, la 


fonction u doit se confondre avec les fonctions u (x, t,) et u (x, t:) exprimant 
la forme de la corde aux extrémités t, et t, de l'intervalle [t,, t:]. 
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Si les extrémités de la corde sont soumises à l'action de forces élastiques, 
alors, le potentiel de la force élastique étant proportionnel au carré du déplace- 
ment, nous devons ajouter à l'intégrale (244) un terme de la forme: 


Li 
— À ut (0, out ( D dt 


to 

En fait, ce terme auxiliaire est une intégrale étendue au périmètre du 
rectangle mentionné ci-dessus, telle que l’intégrande soit égale à zéro sur les 
côtés t — ty et t — t, et à hu? (0,t) et hou? (1, t) sur les côtés x — 0 et x = L. 
D'après ce qui a été dit dans [11-15] et puisque sur le côté x — 0 la normale 
extérieure est orientée dans le sens contraire de l’axe des x, on aura sur les côtés 
z = 0 et x = I les conditions naturelles aux limites 

2h 2h 
Ux Ft x=0 = 0; + Te u |x=1—0. 
L'équation d'Ostrogradski pour l'intégrale double (244) nous donnera l'équa- 
tion ordinaire des vibrations de la corde. 

On peut tenir le même raisonnement pour déduire l'équation des vibrations 
de la membrane (t. II [VII-1-14]). Supposons qu'une membrane se trouve en 
équilibre dans le plan (x, y) et qu'elle est soumise à une tension T, rapportée 
à l'unité de longueur. Le travail des forces de déformation a pour expression 
le produit de T,; par l’accroissement de l'aire 


JV a | (aa, 
B 


B 


où uw (x, y, t) est l'écart du point (x, y) de la membrane à l'instant # par rapport 
à la position d'équilibre; B le domaine du plan (x, y) occupé par la membrane. 
En se limitant aux faibles vibrations, on obtient l'expression suivante pour 
l'intégrale (235): 

ti 


+ | | | [puf,— To(u$+u?) +2Fu] dt dx dy. (245) 
to PB 


L'équation d'Ostrogradski pour cette intégrale nous conduit à l'équation connue 
des vibrations de la membrane. Si à la frontière l’on a une liaison élastique de 
coefficient q (s), alors il faut ajouter à cette intégrale le terme 


ti 
—( Lovuas 


to | 


où L est le contour de la membrane. Les conditions naturelles aux limites s’écri- 
vent alors: 
ou 


2 
an mi 1 =0, 





où n est la direction de la normale extérieure à /. Dans le cas d’une membrane 
fixée, les conditions aux limites seront de toute évidence u|y = 0. 

11-34. Tige et plaque. Par tige on entend un corps de dimensions linéaires 
qui travaille à La flexion. L'énergie potentielle engendrée par la déformation 
est supposée proportionnelle à l'intégrale du carré de la courbure. 
Dans le cas de petites vibrations on remplace la courbure par la dérivée seconde 
Uzx €t l’on obtient pour cette énergie potentielle de déformation l'expression 
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suivante : 
l 


_. | Uix 7, 
0 
où L est un coefficient de proportionnalité donné. L'intégrale (235) devient ici: 
{ li L 
TZ Î | (pu? — pu, +2Fu) di dx, 
to 0 
et l’é Édition correspondante d'Euler nous conduit à l'équation suivante des 
vibrations transversales de la tige: : 
o?u Ou 
Pr ion 
Remarquons que si une extrémité de la tige est libre, alors comme conditions 
aux limites on peut se donner les conditions naturelles mentionnées dans [11-14]. 
Par analogie à la tige [11-10] on suppose que l'énergie potentielle d’une 


plaque plane au repos est une fonction quadratique homogène dépendant des 
quantités inverses des principaux rayons de courbure de la plaque à l'état défor- 


mé, soit 
El (rt) RE Jera, 


où a et b sont des constantes et B le domaine du plan (x, y) occupé par la plaque. 
Nous avons l'équation suivante pour la détermination des CORNE des sec- 
tions normales ous [t. II (V-2-6)]: 


(EG— F? Lorm— EN —GL) — pipe _ um = 0. 


Lorsque l'équation la surface est donnée sous la forme explicite u = 
= u (x, y), en éliminant les termes du second ordre par rapport à u, et uy, 
il vient 
F=G—1; F = 0; ADR M = uxy; N = uyy; 


1 1 1 
FR Uxxlyy — Uxyi À FA = Uxx + Uyys 


d’où 


donc 
1 1 
RE TRE ae tuyy)—2 Usxtyy — un). 


On obtient finalement 


UT | | Lx + uyy)2—2 (1— 0) (uxstyy —U%y)] dx dy, 
B 


où D et © sont deux nouvelles constantes composées de a et b. Le coefficient D 
est appelé rigidité de la plaque à à la flexion et © est Le coefficient connu de Pois- 
son. À |’ expression de l'énergie de déformation il faut ApUre le potentiel des 
forces extéricures agissant sur la plaque. On obtient finalement la formule sui- 
vante pour l'intégrale (235) en supposant que la plaque est fixée à ses extrémi- 
tés et . se limitant au cas d’une déformation statique: 


_ r |] [Ces -+uyn)8 +2 40) rstyy 08) +9 pu | de du, 
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où p est la charge rapportée à l'unité de surface. En vertu de (37) [ef.11-5], l'équa- 
tion d'Ostrogradski s'écrit, dans le cas où l’intégrande contient les dérivées 
jusqu’au deuxième ordre par rapport aux variables indépendantes x et y de la 
fonction cherchée | | 


re : Er, +0 Ep, LP m0. (246 
Ur Ux y We Urè Uxx Or dy  Uxy a oy2 OUyY (246). 
Lorsque D = 1 on peut écrire 

1 
Feux + uyy) + —0) Gxxtyy—Uxy) + PU, (247) 


ce qui nous conduit à l’équation suivante pour la déformation statique 
AAu = p. 
Lorsque la plaque vibre, il faut ajouter l’expression de l'énergie cinétique. 
On a alors 
| puis + AAu = p. 


Fait caractéristique, le terme en (1 — ©) intervenant dans l’expression (247) 
annule Le premier membre de l'équation d'Ostrogradski, donc il n’exerce aucun 
effet sur colle. 11 importe toutefois de souligner l'importance de ce terme dans- 
l'étahlissement des conditions naturelles aux limites. 

11-35. Equations fondamentales de la théorie de l'élasticité. Soient (u, v, w) 
les composantes du vecteur déplacement lors de la déformation d'un milieu 
continu. Le tableau des contraintes est donné dans ce milieu par les six compo- 
santes du tenseur de tension: 


Oxs Oyr Oz Tag = Ty Tez = Tix Tyz = Try 


où ©, est la projection sur l’axe des x de la tension agissant sur l'élément de- 
surface perpendiculaire à cet axe (idem. pour Oy € G2)5 Txy = Tyx 10S cOMposan- 
tes suivant l’axe des x de la tension agissant sur l'élément de surface perpendi- 
culaire à l’axe des y ou inversement. Idem. pour 7,, et ty,. Lorsque les défor- 
mations sont petites, celle du milieu est caractérisée par les six quantités sui- 
vantes: 


ôu , _®æ, êw , 
Gr Mg TG 
ôu êv | ôu , Aw 
Va Vox on x ? Vamtanr- tes (248) 


dv, w 
Var Va Gt og 


Les quantités €,, e,, e, représentent les allongements relatifs des éléments. 
linéaires dans le sens des axes, et y.,.la variation de l’angle droit formé par les- 
axes x et y. Introduisons les quantités: 


O—e+e,+e,, 
caractérisant la variation relative du volume, et 
S = Ox + Oy + Oz 

On démontre que les deux dernières quantités ne dépendent pas du choix 


des axes. Dans la théorie classique d'élasticité d’un corps homogène isotrope, 
on considère qu'entre les composantes du tenseur de déformation et de contrainte: 
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il existe une dépendance linéaire traduite par la loi généralisée de Hooke: 


1 s 1 6 
gg (or) Van vain Où Ge 20 (es 4) dy = Gras 








1 ; s | 1 ) . 

= (or) veu (et); mec 
1 1 ! 0 

ag (or): Vax = G Ur 0220 (e4+ =): Tex = GY2% 


où G et m sont des constantes caractérisant le milieu : G étant le module de glis- 
sement, m le coefficient de compression transversale ou constante de Poisson. 
La loi de Hooke entraîne immédiatement la relation suivante entre les gran- 


deurs 0 et s: 
fus Mie, 
7 2G m+1i 


Désignons par À le travail des forces de déformation rapporté à l'unité de volu- 
me, et exprimons-le en fonction des composantes du tenseur de déformation et 
du tenseur de contrainte: 


—1 1 
A=6G [7 02—2 (exey + Eyez + 82ex) + (Vu + Viz+ vs) | + 
{ m 
4e [= s2—9 (Ga0y + 0y08 402021 — te — tx) | , (249) 


En se servant des formules précédentes, on déduit les relations suivantes 











A. + _ 84, , _64. , _64 .) 
X ex ? 1 OYxy 06% ” Y Otey 
ÔA 0AÀ 0A 0A 
= — = = = 250 
D dep" V7 oYyz V7 00,7 "V7  ôryz ” 0 
- — 4 oA _ 64 _ 64 
Fu QT PT QU FT 00! VER Gnx 





On démontre qu’en chaque point du corps élastique on peut se donner 
trois axes deux à deux perpendiculaires, tels que l’on aît ÿ,, = Yyz — Yzx 
en ce point. En prenant ces axes pour axes des coordonnées et en désignant par 
Ex, €, € les grandeurs anciennement notées &,, &,, #,, on obtient en vertu de 
(249) l'expression suivante pour À : 


y? 


1 
m—2 





A=G[et+ei-+ei+ (a-ez+es) |. 


Comme À est positif, on est conduit à l'inégalité suivante pour la constante 
mi2<m< oo. 

Examinons tout d’abord les conditions d’équilibre d’un corps élastique D 
de surface S. Supposons que ce corps est soumis à des forces massiques de com- 
posantes : 

X (x, y,2,t); Y(x,y,2,t); Z (x, y,2,t), 


et que sur la région S, de S est donné le vecteur déplacement et sur la région $, 
la contrainte de composantes X,, Y,, Z.. Ces dernières sont des fonctions données 
d’un point variable M sur S,. La somme de l'intégrale de À étendue à D et des 
travaux des forces extérieures, pris avec le signe moins, nous donne l'expression 


11-35. ÉQUATIONS DE LA THÉORIE DE L'ÉLASTICITÉ 299 


de l'énergie potentielle du corps élastique : 


Î | | [A—(Xu+Yv+Zw)] dx dy dz— 1] (Xau+Y sut Zaw) do. (251) 


Cette éncrgie potentielle est une fonctionnelle des trois fonctions v, v et w 
des coordonnées (r, y, z) des points du corps. On obtient l’équation d'équilibre 
en écrivant l'équation d'Ostrogradski pour la fonctionnelle mentionnée sans 
oublier que l'intégrale étendue à la surface ne joue aucun rôle dans l'établisse- 
ment de l’équation d'Ostrogradski. Comme À ne dépend pas des fonctions u, vet 
w, mais de leurs dérivées, on aboutit à l'équation d’Ostrogradski suivante pour 
la fonctionnelle (251) relativement à la fonction u: 

nn NX 26 (252) 


ox ‘Ux  Oy UY oz ‘ur 
Vu que À dépend de ,, u, et u, uniquement par l'intermédiaire de e., 
Vry et x respectivement, l'équation précédente s'écrit en vertu de (250) : 
00% , Îxy ter | 
GE + dy de =ÿ; (253) 


Les deux autres équations d'équilibre s'écrivent d’une manière analogue. 
Sur S; les fonctions u, v et w prennent des valeurs fixes ; sur S, les conditions 
oaturelles aux limites [11-14] s’écrivent : 


Ox COS (n, x) + Try COS (n, y) + T;x COS (n, z) — X1 = 0, 
Try COS (n, x) + 0, cos (n, y) + T,, cos (n, z) — Y, — 0, 
Tzx COS (n, x) + Tyz COS (n, y) + 0, cos (n, z) — Z1 = 0, 








où n» est la direction de la normale extérieure à S,. 

En remplaçant dans l'équation (253) les composantes du tenseur de con- 
trainte par leurs expressions en fonction des composantes du tenseur de défor- 
mation, on obtient les trois équations d’équilibre suivantes: 











6 (au+ )+x=0, 
G(a+ À )+r=0, 
G (aw+ — Te )+2=0, 
ou, en écriture vectorielle 
6 (au+ 5 grad divu) +F—0. 


Remarquons que la formule (249) du potentiel élastique peut s’écrire 


ôw dv ôv 0w 


A=G { T— O4 (ub+oÿ+o)+2[ (PSE)... ]), (254) 





ôw dd. ôu dw, 2 0ù ôu 
0y 02° WU 5 dx’ di 


Qy—= 


Soulignons que l’expression entre crochets de la formule (254) n’influe pas 
sur l'équation d’Ostrogradski, i.e. nous obtenons l'équation d'équilibre du corps 
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élastique en écrivant l'équation d’Ostrogradski pour l'intégrale 


[1] [a mi 084 À (ut+0ÿ +0 —(Æu + Yot-Zu) | de dy ds. 





Pour par l’é équation du mouvement il suffit, en vertu du principe d'Ostro- 
gradski-Hamilton, d’ ajouter à l'intégrande l'expression de l'énergie cinétique 
affectée du signe moins 


—$ (u$+ vi + wi), 


où p, est la densité du co ps _. et d’ intégrer sur l’intervalle de temps fint 
[fo t]. Tout se ramène donc à composer l’équation d'Ostrogradski pour l’inté- 
grale: 

ti 


| | | | _e (u? +v? +u)+4—(Ku+Yo+ Zu) | dt dx dy dz 
o D 
relativement aux fonctions u, v, w des variables indépendantes (r, y, z, t). 
Ceci nous conduit, on le vérifie aisément, aux équations fondamentales suivantes 
de la théorie dynamique de l’élasticité, en écriture vectorielle: 

. ê?u 


pr 6 (ut 


Ceci étant on admet comme toujours que . instants t = t, et t = t, du dépla- 
cement doivent se confondre avec les déplacements réels [11-31]. 





j grad divu ) 


11-36. Extrémum absolu. Dans [11-3] nous avons introduit la 
notion d'extrémum absolu. Nous allons examiner quelques cas. 
particuliers et nous livrer à des réflexions sur l’existence d’un extré- 
mum absolu. | 

Soit donnée la fonctionnelle 


l 


1w=] LP (e) y'22+ q (a) v2+- 27 (a) y da, (255) 


où p (x), q (x) et f (x) sont des fonctions continues dans l'intervalle 
[0, 4}, p (x) est pourvue d’une dérivée continue et 


pa) >0;g(x >0. (256) 


Dans la classe D des fonctions y (x) continues avec leurs dérivées 
premières y’ (x) dans l'intervalle [0, Z] et satisfaisant les conditions 


aux limites 
y (0) — a; y (1) = b, (257) 


on demande de trouver celle qui rend minimum la fonctionnelle Red 
L’équation d’ nes s'écrit pour cette fonctionnelle 


_. [p (x) y'1—q(x)y= f(x). (258) 


Montrons que sous les conditions (256) cette équation possède une 
solution satisfaisant les conditions (257) dans l'intervalle [0, /] et 
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que cette solution est unique. Soient z, (x) et z, (x) des solutions de 
l'équation homogène 


[P(#31—q(2)2=0, (259) 


satisfaisant les conditions initiales: 
20 (0) =0; 2(0)=1; z (1) —=0; z, (1) = 1. 


Le théorème d'existence et d’unicité qui est valable puisque p (x) > 
=> 0 nous assure de l’existence de telles solutions qui plus est dans 
l'intervalle {0, £] tout entier. Nous montrerons ensuite que z, (1) £ 0. 
Ce qui traduit le fait que l’équation homogène (259) ne possède pas 
de solutions non identiquement nulles et de solutions nulles pour 
x = 0 et x — L. Ceci étant, il est évident que z, (0) 0, donc les 
solutions z, (x) et z, (x) sont linéairement indépendantes. 
L'intégrale générale de l'équation (258) s'écrit 


Yo (Z) = CoZo (x) + C1 (x) + g (x), 


où c, et c, sont des constantes arbitraires et g (x) une solution parti- 
culière quelconque de l'équation (258) dont l'existence dans [0, {] 
est garantie par le théorème d'existence pour p (x) > 0. Les condi- 
tions aux limites (257) nous conduisent aux équations 


C4 (0) + 8 (0) — a; cote (1) + 8 (1) — b, 


d'où l’on tire c, et c, d’une façon unique. 

Nous obtenons donc l'unique solution y, (x) de l'équation (258) 
satisfaisant les conditions aux limites (257), une solution continue 
avec ses dérivées premières et secondes dans l'intervalle [0, Z]. 
Il nous reste à démontrer que z, (l) 0, i.e. l’équation homogène 
(259) ne possède pas de solutions non identiquement nulles et de 
solutions nulles pour x = 0 et x — I. 

En multipliant les deux membres de (259) par z et en intégrant 
par parties, on obtient 


l 
| (p#?+q#) dr =0 (2(0)=2()=0), 
0 


d'où, puisque p (x) > 0 et q (x) > 0 lorsque 0 < x < L, il résulte 
que z (x) = 0. 

La solution y, (x) de l'équation (258) appartient à la classe C.. 
Montrons qu'elle réalise le minimum de la fonctionnelle (255) ou, 
d'une façon précise, que J (y5) < J (y), où y est une fonction quelconque 
de D, l'égalité n'étant réalisée que si y (x) = yo (x). 

Toute fonction y (x) de D peut être mise sous la forme y (x) — 
= ÿo (x) + n (x), où n (x) est une fonction continue avec sa dérivée 
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dans l'intervalle de I] et nulle à ses extrémités. On a 


JY)—J &=2 | 1 ru + Gun +16 n] dx + 


l 
+ À Lo (a) n°24 q (2) nl ds. 
0 


Les propriétés de y, (x) et n (x) nous permettent d'effectuer une 
intégration par parties dans la première intégrale 


l 
TJ 0 =2 À | — tp (y + ae) vo+ 7 (e) ]ndz + 
0 3 


l 
+ [LP n +0 (eo nil dr + p (nf, 
0 


d’où, puisque y, (x) est solution de (258) et n (0) = n (1) = 0, et 
en vertu de (256), il vient 


l 
Z (B)—T (0) = | LP (@) n°? + q (a) nl dr>0, 
0 


l'égalité n’étant réalisée que pour n (x) = 0. En effet, si l'égalité 
est réalisée, on doit avoir n’ (x) = 0, i.e. n (x) — const sur [0, L]. 
Or n (0) = 0, donc n (x) = 0 sur [0, {], c.q.f.d., i.e. la fonctionnelle 
(255) n’atteint son minimum sur la classe D que pour y, (x). Remar- 
quons que la seule condition imposée à la classe D est l’existence et 
la continuité de la dérivée première, or la fonction y, (x) qui réalise 
le minimum de la fonctionnelle (255) possède une dérivée seconde 
continue. 
Comme deuxième exemple considérons le minimum de la fonction- 
nelle 
1 
T@= | ry?dr (260) 


1 


sur la classe D des fonctions continues y (x) pourvues de dérivées 
premières sur l'intervalle [—1, 1} et satisfaisant les conditions aux 
limites : 


y(—1)=a; y() = b, (261) 


où a = b. En vertu de la dernière condition la classe D ne renferme 
pas de constantes et donc J (y) > 0 pour toute fonction de D. L’en- 
semble des nombres J (y) doit posséder une borne inférieure exacte 
(t. I [1-2-18]). Montrons qu’elle est nulle. 
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On vérifie aisément que quel que soit e >> 0, les fonctions 


“A 
b b— arc tg — 
y = + —<7 (262) 


arc tg _ 








appartiennent à la classe D. On a 
, b—a € 


"7 ‘ei Lzrt ? 
2 arc g + bn 


et relativement aux fonctions (262) 


à 1 
J (y) < [24 2) y? de = 0 | <. _ EG. 


1 1 
res te — 
24 4 arc tg “1 2 arc tg : 


Le second membre tend vers 0 lorsque e —+ 0, d’où l’on voit que la 
borne inférieure exacte des valeurs de la fonctionnelle (260) est 
nulle. Or, on a dit plus haut que la classe D ne contenait pas de 
constante et J (y) > 0 sur D. Donc la borne inférieure exacte n’est 
pas atteinte sur la classe D et la fonctionnelle (260) n’y possède 
pas de minimum. 

11-37. Intégrale de Dirichlet. Considérons maintenant la fonc- 
tionnelle 


J (u)= | | (u? + u?) dx dy, (263) 
B 


où B est un cercle centré à l’origine, de rayon l'unité. Cette intégrale 
est habituellement appelée intégrale de Dirichlet. Nous étudierons 
cette fonctionnelle sur la classe D des fonctions uw (x, y), continues 
et pourvues de dérivées premières dans le cercle fermé x? + y? < 1 
et satisfaisant sur sa circonférence / la condition aux limites 


u |, — f (8), (264) 


où f (6) est une fonction continue de l’angle polaire, donnée sur la 
circonférence !. Comme nous n’avons pas supposé la continuité des 
dérivées partielles u, et u, dans le cercle fermé, nous devons inter- 
préter l’intégrale (263) comme une intégrale impropre, i.e. comme la 
limite d’intégrales sur les cercles B, (x? + y? < p?) de rayon p 
pour p —> 1. Vu que l’intégrande n’est pas négative, l’intégrale éten- 
due à B, ne décroît pas lorsque p croît et la limite mentionnée est 
soit finie soit égale à (+). Dans le premier cas on dit que l’intégra- 
le est convergente, dans le second qu'elle est divergente. On peut 
considérer que dans le second cas l’intégrale est égale à (+). 
L'équation d'Ostrogradski pour la fonctionnelle (263) n'est autre 
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que l'équation de Laplace [II-7]: 
Uxx TT Uyy © 0, 


et on peut s'attendre à ce qu’une fonction harmonique dans le cer- 
cle B, prenant sur / les valeurs limites (264), rende minimum la 
fonctionnelle (263) sur la classe D. Nous savons qu’une telle fonction 
harmonique existe et qu’elle est unique (t. II [VII-3-5]). Désignons-la 
par v (x, y). 

Montrons tout d’abord qu’on peut se donner la fonction continue 
f (6) figurant dans la condition (264) de telle sorte que, pOur U = 0, 
la fonctionnelle (263) 


J (v)= | | (LE + LE) dx dy (265) 
B- 
soit égale à (+ oc). En effet, posons 
f(8)= 7 008 (2276). (266) 
n—=1 


Cette série est de toute évidence absolument et uniformément con- 
“vergente en 0 et définit une fonction f (C) continue, périodique, de 
période 27. La solution du problème de Dirichlet prenant les valeurs 
aux limites (266) (t. 11 [VII-3-4])) s'écrit 


v(x, y)=v(r, 0) = > Tr cos (226). 


Passons aux coordonnées se dans l'intégrale (263): 


J&=f{\ (vt+— v8) r dr de. (267) 
: T<{ 
On a 
Ur = =ÿ 272" cos (270); vo =— à 272" sin (22"0), 
n=1 n=1 


les séries étant absolument et uniformément convergentes en r et 0 
dans tout cercle r & p, où p << 1. Compte tenu de l’orthogonalité 
des sinus et des cosinus des arcs multiples, on obtient dans un inter- 
valle de longueur 2r 


ff (ot+-Lw}rérd S | | DEUTS 


r <P n=1 r<p 


œo pp A co 
n,27#5-1 QI Do2nti 
> jar dr=n> pt, 


n=1 0 n=1i 


p2n+1 


- 1 Gr d0 — 
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et pour p — { la somme de la dernière série croît indéfiniment, d’où 
il résulte que sous la condition (266) l'intégrale (265) est égale à (-co). 

Donc il est absurde de dire que la fonction harmonique v (x, y) 
rend minimum la fonctionnelle (263). On démontre que si l’intégra- 
le (263) est égale à (+0), lorsque u = v, alors elle est égale à (+) 
pour toute fonction de la classe D satisfaisant la condition aux limi- 
tes (264). Ceci est une conséquence immédiate du théorème suivant. 


Théorème. Si l'intégrale (263) avec la condition aux limites 
(264) est finie pour une fonction quelconque de la classe D, alors elle 
l'est pour une fonction harmonique v de cette classe et on aura 


J(u) > JT (v), (268) 
quelle que soit u ED, l'égalité n'étant réalisée que lorsque u = v. 


La démonstration de ce théorème est très simple si l’on suppose 
que la fonction harmonique v (x, y) possède dans B des dérivées 
partielles premières bornées. Ceci étant l’intégrale (263) est visible- 
ment finie. Il nous suffit de montrer que si pour une fonction quel- 
conque w de D l'intégrale J (u) est finie, alors J (w) > J (v), l’égali- 
té n'étant réalisée que si w = v. Nous pouvons écrire: w — v +n, 
où n (x, y) possède dans B des dérivées partielles premières continues, 
est continue dans le cercle fermé B et nulle sur Z. On a 


J,@+n) = 7, 0) +7, nhi+ 27, (v, n), (269) 
où J, (u) désigne l'intégrale J (u) étendue au cercle B, et 
Ji (v, n) — | | (xx + Vyny) dx dy. 
N_0 


La fonction v (x, y) possède dans B des dérivées partielles secondes 
continues et, en appliquant la formule de Green, on obtient 


Jo (v, n)= | Jtvens+ vin dr'dy= — Î | nAv dx dy + 2 n TP tp:d0, 
KB 





; On * 
OL “= p 

où /, est un cercle centré à l’origine, de rayon p, et la dérivée 
suivant la normale à ce cercle. Comme v est une fonction harmonique, 

l'intégrale double du second membre est nulle; lorsque p —+ 1, 

alors n —- 0 uniformément en 6, et ôv/ôn est constant par hypothèse, 

donc l’intégrale curviligne tend visiblement vers 0. La formule (269) 
donne donc à la limite: 


J(w)—J (= À À (nn?) 4x dy, 
3 


d’où il résulte que J (w) > J (v), l’égalité n’étant réalisée que pour 
n: = 0 et n, = 0, i.e. si n est constante dans le cercle B. Or n — 0 
sur !, donc n = 0. 


20—0727 


306 CH. II. CALCUL DES VARIATIONS 


Démontrons ce théorème dans le cas général. Supposons comme : 
plus haut que w est la fonction de D rendant finie l’intégrale J (w) et 





_u + D (ani205 n9 + b, sin n0) (270) | 


n—=i{ 


est la série de Fourier de la fonction f (6) figurant dans la condition 
(264). La fonction v est définie dans B par la série 


Sn Es Ce EE CRE A rs ù 


v(r, 0) = + S (an cos n0 +-b, sin n6)r". (271) 
n=1 
Posons 
Um (r, 0) = D + Ÿ (an cos n0 + basin n8) r” (272) : 
n=—i1 


et définissons la fonction mn, (r, 8) par l'égalité: w = Um + ne 
Cette fonction n, (r, 6) possède dans B des dérivées partielles pre- 
mières continues, est continue dans le cercle fermé B et ses valeurs 
limites n» (1, 8) admettent sur Z la série de Fourier: 


Lo, +) 


Di (an cos n0 + b, sin n8). 
1 


R—=Mm+ 


Ceci découle immédiatement de (272) et du fait que les valeurs limi- 
tes de w admettent la série de Fourier (270). Il vient 


2n an 


À rm (4, 8) cos 40 40 — 0 ; À ‘im (1, 6) sin #0 d0 = 0 (273) 
0 0 | 


(be 0: 1, 4 464:m) = 2, 26.4 m0) 
Nous avons comme plus haut 


| Om (D; 
Jo (Um, Nm) = — | | NmAUm dx dy + | Nm (P; or RT pa 
. LVÉR L 
L'intégrale double est nulle, l’intégrande de l'intégrale curviligne 
tend uniformément en 6 vers 


dm (ep, 6) 
Vs (A, 5 | 
et l'intégrale de ce produit est nulle en vertu de (272) et (273). Donc 
TJ (Um: Nm) — O0 lorsque p — 1. En passant à la limite dans la 
formule 


J, (Um + Nm) = J, (Um) + Jo (Mm)  o (Ums Nm) 
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on obtient 2  - 
J'(&) = J (Um) + J (Nm). | (274) 
Par hypothèse J (w) est finie et de la dernière formule il résulte que 


J (nm) l’est aussi. Ceci est évident pour J (v,) en vertu de (272). 
De (274) il résulte 


J (Em) SJ (&). | (275) 
et a fortiori quel que soit p < 1: . | 
Jo (Um) < J (w). (276) 


Or, dans le cercle B, la série (271) peut être dérivée terme à terme 
et les séries obtenues convergent uniformément dans B;,, i.e. dans 
B, les dérivées de v,, tendent uniformément vers les dérivées respecti- 
ves de v lorsque m — co. L'inégalité (276) donne lorsque m —  : 


Je () < J (w), 


d’où il vient J (v) < J (w) pour p — 1. 

Supposons que l'égalité est réalisée et démontrons que w = v. 
Supposons que w = v + mn, où n possède comme toujours dans B 
des dérivées premières continues, est continue dans le cercle fermé 
et nulle sur L. 


 Ona 
J,(n) = 7, (&w) + J, (&) — 27, (w, v). (277), 
Puisque 
12 (wvx + wyvy) [<< wS + wy + và + w, 
il vient 


27, (uw, 0) 1< J, (w) + J, (v), 
d’où il résulte que pour tous les p << 1 
27, (w, v) 1 J (w) + J (), 


i.e. J,(w, v) est limitée lorsque p —+ 1. 

Les deux premiers termes du second membre de la formule (277) 
tendent vers une limite finie lorsque p — 1, donc J, (n) est bornée, 
i.e. possède une limite finie lorsque p —+ 1. On a d'autre part 


J, (w) = J, ©) + J, (n) + 27, (v, n), 


et l’existence de limites finies pour J, (w), J, (v) et J  (n) entraîne 
que J, (v, n) admet une limite finie lorsque p —+ 1. Posons 


JC, n)=limJ, (v, n). 
pi 


Introduisant le paramètre arbitraire réel & on peut écrire 
J, @+ en) = J, (0) + 2eJ, (v, n) + e2J,(n). 
20® 
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Lorsque p — 1, tous les termes du second membre tendent vers une 
limite finie et il en est donc de même pour le premier membre. En 
passant à la limite, on obtient 


J'@+ en) = J (0) + 2eJ (v, n) + e°J (n). (278) 


Donc, quel que soit e réel, l'intégrale de Dirichlet (278) est finie 
pour la fonction u — v + en et, en vertu de ce qui a été prouvé 


plus haut, on a 
JE) < J (v + en), (279) 


l'égalité étant réalisée pour e — 0 et e — 1, car par hypothèse 
J (w) = J (v). Il s'ensuit que le second membre de (278) atteint 
son minimum pour & — 0 et & — 1, ce qui n’est possible que si 
J (n) = 0, i.e. n = 0 et w = v + n entraîne w = v, c.q.f.d. 

Dans le chapitre consacré aux problèmes aux limites, nous revien- 
dronssur l’extrémum absolu pour les problèmes isopérimétriques [II-8]. 

IT-38. Cas général de fonctionnelles dépendant de plusieurs va- 
riables indépendantes. On se propose maintenant d’aborder som- 
mairement le problème du minimum absolu de fonctionnelles de 
forme générale. Considérons d’abord le cas de la fonctionnelle 


TQ= À T Feu p, a) dr ày, (280) 


B 


où px,y) = ux, q(x, y) = u, et l'intégrande ne contient pas 
u (x, y). Soit B un domaine fini simplement connexe de bord 
régulier, et F (x, y, p, q) une fonction continue en tous ses arguments 
et pourvue de dérivées premières et secondes continues par rapport 
à p et g pour tous les p et q de l’intervalle (—oco, +) lorsque le 
point (x, y) appartient au domaine fermé B. Supposons que, ces 
conditions étant réalisées, on ait 


Fpplaa — Fa >0 (281) 
et 
Fpp > 0. (282) 
L'équation d'Ostrogradski s’écrit pour la fonctionnelle (280) 
() Ô 
5x Pr tr Fa 0. (283) 


Supposons qu’elle possède une solution u, (x, y) pourvue de dérivées 
premières et secondes continues dans B, et continue avec ses dérivées 
premières dans B. Soit n (x, y) une fonction quelconque continue 
avec ses dérivées premières dans B et nulle sur le bord ! du domai- 
ne B. Développons la fonctionnelle J (u, + an) suivant les puissan- 
ces de à jusqu’à &? pour &« = 1. Des conditions imposées à w,.etn 
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il résulte que le coefficient de & est nul [II-5]:. 


if Fox + Fay) dx dy = Îf (Sn Fo) nds dy 0. 
B B 


Ceci entraîne 


J(uo+1) = J (o) ++ | | LFpptx + 2F pq0xy + Faq] dx dy, (284) 
. B | 


les fonctions Fpp, Fpa ©t Faa 4e (284) dépendent de (x, y, po + 
+ 01nx; do + my), Où po et go Sont les dérivées partielles de u, 
par rapport à x et y, et les fonctions 6, (x, y) et 6, (x, y) vérifient les 
inégalités 0 < 6; (x, y) < 1 (i = 1, 2). De (281) et (282) il s'ensuit 
que l’expression entre crochets est une quantité positive et donc 
TJ (uy +1) > J (wo), l'égalité n'étant réalisée que lorsque n (x, y) = 
= 0, i.e. u, (x, y) rend minimum la fonctionnelle par rapport 
à toutes les autres fonctions continues pourvues de dérivées conti- 
nues dans B et prenant sur / les mêmes valeurs que u, (x, y). Les 
conditions (281) et (282) peuvent de toute évidence être groupées en 
une seule inégalité Fpp6i + 2Fpgt18s + Fager > 0 qui doit être 
vérifiée pour toutes les valeurs des paramètres réels &, et £, avec 
E + £ 0. D'une façon analogue pour les fonctionnelles de la 
forme 


= | ee | PE s3%ns Div e:43 Pa) dti ….dmfn=e), 
B 


quel que soit n l'inégalité: 


n 
| 2, Friv, (ti: cs Tns Pas... Pn) Eikr > 0, (285) 
î, kR= 
où E,, ..., En Sont des paramètres réels non tous simultanément 


nuls, nous assure que la solution uw (x,, ..., x,) de l'équation 


n 
d'Ostrogradski 312 rm ls? ln) LG réalise le mi- 
er) Ôx; Üux, 
nimum de la fonctionnelle J par rapport à toutes les fonctions diffé- 
rentiables identiques à uw sur 
Si l’intégrande contient la fonction uw (x,, . .., æx,) elle-même, 
il faut alors remplacer la condition (285) par 


D F D PREiER +2 » Fpubito + Fuuko > 0 (286) 
,R=4 | i=1 


1, R= 
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quelles que soient les valeurs réelles de Es, E,, . .., E, telles que 


n 
2,88 # 0. . —. 
II-39. Méthodes directes du calcul des variations. On connaît actuellement 
d’autres méthodes largement développées de détermination de l’extrémum abso- 
lu qui ne font pas intervenir les équations différentielles. La fonction inconnue 
qui réalise l’extrémum absolu de la fonctionnelle est construite à l’aide d’un 
processus aux limites directement à partir de la forme de la fonctionnelle. 
Ce problème, nous l'avons déjà constaté, est bien plus difficile à résoudre 
u’en calcul différentiel. On sait en effet, en vertu du théorème fondamental 
e Weierstrass sur les fonctions continues, que toute fonction continue dans un 
domaine fermé prend sa valeur minimale (maximale) en un point de ce domai- 
ne. Ce théorème n’est plus valable en calcul des variations, de sorte qu'on vient 
à douter de l'existence même de la solution du problème. 

| Soit J (y) une fonctionnelle dont on veut déterminer le minimum sur une 
classe de fonctions y (x). Quelle que soit y (x) de D la fonctionnelle J prend 
des valeurs numériques déterminées. En parcourant toutes les fonctions de D 
nous obtenons un ensemble infini de valeurs numériques de la fonctionnelle J. 
Soit d la borne inférieure exacte de cet ensemble. Nous ne savons pas a priori 
s’il existe dans D une fonction y (x) qui fasse prendre cette valeur à la fonction- 
nelle J, or par définition de La borne inférieure exacte nous pouvons trouver 
en tous cas une suite y, (x) de fonctions de D telle que les nombres J (y, )fadmet- 
tent d pour limite lorsque n croît indéfiniment. La suite de fonctions y, (x) 
s’appelle habituellement suite minimisante. Le procédé suivant offre une possibi- 
lité de réalisation des méthodes directes du calcul des variations: on construit 
une suite minimisante de façon à obtenir par passage à la limite la fonction qui 
réalise le minimum de notre fonctionnelle. Si l'on réussit à mener cette procédure 
à son terme, alors on peut résoudre le problème aux limites de l'équation diffé- 
rontielle qui exprime les conditions nécessaires d’extrémum de la fonctionnelle 
étudiée. Cette méthode est valable non seulement pour démontrer l'existence 
de la solution, mais aussi pour élaborer un procédé pratique et commode de 
son calcul approché. La méthode de Riesz de résolution de problèmes aux limites 
est basée sur ce priaRe Notons que B. Galerkine (Vestnik ingenerov et tekhnikov, 
1915, en russe) la généralise au cas d’équations différentielles non liées au calcul 
des variations. L'œuvre de Riesz a été publié en 1908 (Journal für die reine und 
angew. Mathem., Bd. 135). 

La justification théorique des méthodes directes nous conduit tout natu- 
rellement à utiliser la théorie des fonctions d’une variable réelle notamment 
pour les équations différentielles aux dérivées partielles. Nous allons voir un 
exemple simple faisant intervenir les méthodes directes. Nous reviendrons sur 
ces questions dans le chapitre III. 

La convergence des méthodes de Riesz et Galerkine et l'évaluation des 
erreurs ont été soigneusement étudiées dans nombre d’ouvrages de mathémati- 
ciens soviétiques. Dans le livre de L. Kantorovitch et V. Krylov « Les méthodes 
approchées de l'analyse supérieure » on trouvera l'exposé de ces questions ainsi 
que la bibliographie nécessaire. S. Mikhline a réservé une grande place à la 
convergence des méthodes de Riess et Galerkine dans son livre « Méthodes varia- 
tionnelles en physique mathématique » (1957). 

Dans la monographie « Quelques applications de l’analyse fonctionnelle en 
physique mathématique » (1950) de S. Sobolev, on trouvera le fondement théo- 
rique et l'étude des propriétés des méthodes directes liées aux théorèmes d'exis- 
tence des fonctions extrémales correspondantes. L 

11-40. Exemple. Considérons la fonctionnelle étudiée dans [11-36]: 


l 
1 W= Î LP (e) y'a Ce) 1442 (e) vi] dx (287) 
0 ; : 2 
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et cherchons son minimum sur la classe D mentionnée dans [11-36] avec les 
conditions homogènes aux limites 


Re yO=yD=0 : (288) 
l’on suppose comme dans (sel que p (x) > 0 et q (x) > 0. | 


Nous savons que la solution de ce problème est une fonction y, (x) satis- 
faisant l'équation (258) et les conditions aux limites (288). Soit 


uy (x), ug (x), +... (289) 


une suite de fonctions continues avec leurs dérivées premières dans l'intervalle 
{0, £], satisfaisant les conditions (288) et linéairement indépendantes. | 
Composons une combinaison des n premières fonctions de notre suite avec 
des coefficients constants, indéterminés pour l'instant, y, — af) u, +... 
...+ afu, et portons-la dans l'intégrale (287). Des quadratures donnent 


n n 
Ja=Jn)= D œafa + D Ba (œiy= api). (290) 
71 Si 


” À 2 <e (n) PES À À sue 
Déterminons les coefficients ag” de manière qu'ils satisfassent la condition 
nécessaire d’extrémum de l'expression de J,, i. 8. pour résumer, égalons à zéro 


les dérivées particlles de J, par rapport à a!” On obtient donc n équations de 


premier degré pour la détermination des ae 


n 
D an + B=0 (4, n). (294) 
k=—1 


Le déterminant de ce système d équations est le discriminant de la forme 
quadratique figurant dans l’expression (290) et résultant de l'intégration de 
l'expression (py;2 + qy3). En vertu des hypothèses faites, la forme quadratique 
mentionnée sera définie positive. En effet elle ne peut être nulle que dans le cas 
Où Yn = 0, ce qui entraîne en vertu de l’indépendance linéaire des fonctions 
uy, (x) que tous les coefficients a%” — 0. Or le discriminant d'une forme quadra- 
tique définie positive égal au produit de ses valeurs propres sera visiblement 
positif. Donc le déterminant du système (291) sera non nul; de ce système on 


détermine les valeurs des coefficients af* et l’on pourra composer la n-ième 
approximation de y, (x). On remarquera que lorsque n croît, les coefficients en 

néral varient. Aussi avons-nous affecté ces coefficients d’un indice supérieur 
indiquant l’ordre de l’approximation. | 

. La forme quadratique de l’expression (290) étant définie positive et le 
système (291) possédant une solution unique, on peut affirmer que la solution 
(aÿ9, ..., a) de ce système réalise le minimum de l’expression (290). Lorsque 
le nombre n croît, on cherche le minimum de la fonctionnelle sur une classe plus 
large et l’on peut donc affirmer que 


J'Ga) <J Gr) pour 9 > p. (292) 
D'autre part pour toute combinaison linéaire z (x) des fonctions (289) 
m 
2(2)= DT nu (a). (293) 


on à J (2) > J (yo) [11-36]. | 

Montrons que moyennant certaines hypothèses sur le système (289), les 

fonctions y, (x) tendent uniformément vers la fonction y, (x) sur l’intervalle 
L 

Formulons ces hypothèses. Pour toute fonction y (x) continue avec sa déri- 

vée dans l'intervalle [0, !] et pour tout e >> 0, il existe une combinaison linéaire 
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finie de fonctions (289) telle que 
m m 
[rt D aumti<e |y(@— D au (ml<e (0<z<1. (294) 
k=—1 k=1 


Montrons tout d’abord que 
J (un) — J (yo). (295) 
Nous avons [II-36] 


Ju)>J(U) (n=1,2,8,..). (296) 


En appliquant (294) à la fonction y (x) = yo (x) et puisque & est arbitraire, on 
pu affirmer que pour tout Ô = 0 donné, il existe une combinaison linéaire (293) 

e fonctions (289) telle que J (z) — J (yo) < 6. Par ailleurs par construction de 
Um (x) on a J (ym) — J (yo) E 8 et compte tenu de (292) on peut écrire: J (un) — 
— J (yo) < $ pour n > m, ce qui entraîne (295) puisque 6 est arbitraire. Il est 
aisé de vérifier que 


| 
J (Un) —J (0) =2 | LpuS (uh — 19) + vol — vo) + É un — vo)] de + 
0 


l 
+ À tv +a (un —vo)tllés. 
0 


En intégrant par parties dans la première intégrale et puisque y = y» —%o 
satisfait les conditions (288), on obtient pour cette intégrale l'expression sui- 


vante: 
l 


| [2 Wu +avo+f ] (Un — Yo) dr, 
0 


d’où l’on voit que l'intégrale mentionnée est nulle de sorte que 
l 


Jin) =I Go = | Lolo — vi)? a (un —vo)?] dr, ie. 
0] 


l 
J(Un)—J Go > À pui — vs dr. (297) 
0 


En désignant par a le minimum de la fonction positive p (x) sur l'intervalle 
[0, 7], on obtient en vertu de (297) 
El 
J — J 
À Gui — vie ae < 20) (298) 
0 
L’inégalité de Bouniakovski-Schwarz donne: 
x 


x l 
2 
< | (yn — yo)? dx [ 13 dr 1 | (Un — y}? dx 
0 0 0 








x 
ln — Yo = iv dx 
0 


et en vertu de (298) on obtient | y, (x) — yo (x) | y L VI (un) — J (vo) 


(0 < x < 1), d’où il vient eu égard à (295) que y,(x) —y0(x) uniformément sur 
l'intervalle [O0, 2]. | 


DORE PE PNR ANR Er 


II-40. EXEMPLE 313 


BE Montrons que les conditions (294) sont réalisées pour les fonctions 


up (x) =sin (K=1;,2,3,::.), (299} 





l 


satisfaisant les conditions (288). | 
Prolongeons la fonction y’(x) donnée dans l'intervalle [0, Z] à l’intervalle 
[—1, 0] d’une façon paire. Pour tout n > 0, ;cherchons un polynôme trigono- 
m 


métrique T (x) = co+ > Ch COS Le tel que (t. Il [VI-2-5]) 
k=1 
Iy'@)—T@)I<n (—I<z<D, (300) 
l 
où 7 | T (x) dx. 
Or (300) entraîne T' (x) — y" EUR: (x), où | f(x)| << n, donc puisque y (0) — 


=y(1}=0, on obtient + | f(x) de, d'où [col 1 et de (800) il résulte: 
0 


im 
; kTz 
PACE) Ch COS —— |<n+ leo 1 <2n- 
k=1 


En intégrant cette différence entre 0 et x, on obtient 


m 
l .… knx 
y(— Ÿ Tr 4 Sin 1 
—=1 
et en posant n—e/[2 (1 + 1)], on obtient une combinaison linéaire de fonc- 
m 





< 2n! 








ts l … k Has Les 
tions! (299) Ds sin satisfaisant les conditions (294). 
k—1! 

D'une manière analogue, en se servant du théorème de l’approximation 
d'une fonction continue par des polynômes, on montre que les fonctions u,, (x) — 
= (1— x)zxhk (k— 1, 2, 3, ...) vérifient également les conditions (294). 
Toutes ces fonctions satisfont visiblement les conditions (288). 


Chapitre III 


COMPLÉMENTS À LA THÉORIE DES ESPACES 
FONCTIONNELS L, ET L, 
DÉRIVÉES DISTRIBUTIONNELLES. 
PROBLÈME DU MINIMUM DE LA FONCTIONNELLE 
_ QUADRATIQUE | 


IIT-1. Moyenne des fonctions de Z, et L.. Nous allons consacrer 
ce chapitre à l’étude de quelques problèmes de la théorie des fonctions 
d’une variable réelle liés pour l’essentiel aux espaces fonctionnels Z, 
et L, mentionnés dans le tome II (t. II [VI-1-8, 9, 10]) et au début 
de ce tome [I-22, 23, 62]. En fin de chapitre on examinera un 
problème variationnel pour une fonctionnelle contenant des dérivées 
partielles plus exactement des dérivées distributionnelles. Toutes 
les fonctions étudiées dans la suite sont réelles. Commençons par la 
moyenne d’une fonction quelconque f (P) appartenant à Z, ou Z.. 
Ceci nous permettra de construire des fonctions pourvues de dérivées 
de tous les ordres et aussi proches que l’on veut de f (P) relative- 
ment à la métrique de ZL, ou Z.. 

Définissons d’abord le « noyau médiateur ». Soit la fonction & 
d’une variable indépendante réelle définie comme suit 





1 
w{=d c*-1 pour #<1, __() 
0 pour Ë >, 


où la constante c sera déterminée plus bas. La question de la conti- 
nuité de la fonetion w et de ses dérivées ne se pose que lorsque { — 
= +1. Si  — 1 par valeurs inférieures, alors 1/(£? — 1) — —o 
et & (t) —— 0. Toute dérivée de la fonction @ par rapport à { pour 
# 1 est visiblement de la forme 


P () 


es 
Sn St 
(—1)° € 


9 

où P (t) est un polynôme et & un entier positif. Lorsque € —+ 1 

par valeurs inférieures, en levant l’indétermination on s'assure que 
1 


l'expression (£ — 1)-“ef*-1 tend vers 0. Nous voyons donc que la 
fonction & (t) admet des dérivées de tout ordre pour —o << { << . 
Nous allons ensuite considérer l’espace R” muni des coordonnées 
cartésiennes z,, . .., Zm- Nous désignerons souvent les points de cet 
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espace par une seule lettre T.OU Par y (Yu, + «+ « Um). La distance de 
deux points x et y de R” s'exprime au moyen de la formule 


[z—yl=V Gi -yP + + (em — y). 
Fixons un point quelconque y de R°” et un nombre h >> D et considé- 
rons la fonction (Eu l). Celle-ci est continue dans R” et possède 


toutes ses dérivées partielles continues par rapport à x, k — 4, ... 
..., m dans R”. Elle est non nulle uniquement dans la sphère de 
rayon k et de centre y. Déterminons c à partir de la condition 
x | 
c els Ë-1 dr=1 (dx = dx... dxm) (2) 
[x|<1 | : 
Soit u (x) une fonction sommable sur un domaine borné T ou, 
plus généralement, sur un ouvert borné quelconque, ce qu’on note 
habituellement uw € L, (2). Par analogie on écrit x € & si le point x 
appartient à un ensemble & et dans le cas contraire u € L, (®) et 
x € 6. Prolongeons u (x) au-delà de % par 0, i.e. on supposera que 
u (x) = 0 si x € Ÿ. Introduisons maintenant les fonctions u}, (x) 
{h >> 0) qui sont les moyennes des fonctions w (x): 


un(n= gr 0 (LE) up dy  (ay= du... dm) (3) 


Ici et dans la suite, si le domaine d'intégration n’est pas spécifié, 
on considérera que l'intégration est étendue à l’espace R° tout 
entier. En fait dans (3) l'intégration s’effectue sur la sphère de centre 
zx et de rayon h, car en dehors de cette sphère l’intégrande est nulle 
et les valeurs de u, (x) sont définies uniquement par les valeurs de 
u (y) dans la sphère indiquée. 

En particulier u, (x) = 0 si x € ®, et la distance de x au bord 
de Ÿ n’est pas inférieure à hk, car u (x) est prolongeable par zéro en 
dehors de #. Remarquons encore qu’en vertu de (2) 

1 z— 
Pour prouver (4) il suffit d'effectuer le changement de variables 
de hn (R= 1; 2,444: mM): 

IIT-2. Propriétés des moyennes. Démontrons quelques propriétés 
des moyennes. 

1. Si u(x) est bornée dans %, alors 


sup [un ()] <suplu (| (5) 
xEe RM 
Ceci découle de Rue évidente 


pute Ir sup lu QI [0 (LE 


lz—yl] 





1) ample 
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2. La fonction u}, (x) admet des dérivées de tout ordre par rap- 


port à zx, (4 — 1, 2, ..., m), d'expressions 
___btun (x) 17 gt [x y] 
fe (Enljuoa. © 


Le noyau médiateur possède des dérivées de tout ordre par rapport 
à æ (ty, - - ., Tm) dans tout R°, non nulles uniquement dans la 
sphère de centre x et de rayon k. Pour simplifier nous n’étudierons 
que la dérivée de uy (x) par rapport à x,. Le rapport a 


s'écrit sous la forme 


LA cr ou gn 


— 


(x1+Ax1, X23 °.., XmM) 
| sul) 
— O 
(= 


La différence entre crochets peut être représentée par la formule des 
accroissements finis de Lagrange et on aura pour facteur en u (y) 


ô 1z—y| 

dn ” = ) 

L'intégrande est le produit d’une expression uniformément 
bornée pour tous les 6 et Az, (0 << 8 < 1) par la fonction u (y) 
de Z,. Cette intégrande peut donc être majorée par c | u (y) | et l’on 
peut passer à la limite sous le signe somme lorsque Az, — 0 (t. IT; 
théorème 1 [III-4-19]), car c | u (y) |, où c est une constante, est une 
fonction sommable. Ce qui nous conduit à la formule (6) relative- 
ment à la dérivée u, (x) par rapport à x;,. La démonstration est 


analogue pour la formule générale (6). 
3. Pour tout u € L, (R”) on a la formule 


un (eu (0) = ee À © (EU) fu (u) —u (0)] dy. (7) 








Ju (u) dy. 








(x1, ..., xm) 








(x1+0A%1, x2, ,f.., &m) : 


En effet, par définition 


7 [eo (EE) u (o) dy = un (x) 


et en vertu de (2) 
ge fo (M) no dau) 7 Vo (LEE) ay =u (2. 


Avant de passer à la démonstration de la propriété suivante des 
moyennes indiquons une propriété des fonctions sommables qui sera 
prouvée dans le tome V. Soit u (x) EL, (D), où Ÿ est comme précé- 
demment un ouvert borné. Prolongeons-la par zéro hors de %. Ceci 
posé on a la propriété suivante de continuité en moyenne: pour tout 
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£ > 0 il existe un ô > 0 tel que | [u(c+y)—u(x)|dr<Ee 


D 
pour [y | < 6, i.e. 


[lu (x + y) — u (ae) ça e pour y 1<é. (8) 


D'une façon analogue, si u (x) € L, (3), alors pour tout e > 0 il 
existe un Ô >> 0 tel que 


Iu(c+y)—u(x)lL,cz<e pour [y|<ê. (9) 
4. Si u(x)EL,(3), alors 
À lun (a)— u (x) 1420 pour hk—0, (10) 
D 


i.e. les fonctions moyennes u, (x) tendent vers u (x) pour k — 0 
relativement à la métrique de Z, (3). Si u (x) € L, (3), alors 


| Lun (&@)—u(x)ldr+0 pour h+0. (11) 
2) 
Faisons la démonstration dans le cas plus complexe où u € 


€ L, (D). 
En appliquant l'inégalité de Bouniakovski-Schwarz à (7), on 
obtient 


ue | leur for(lt) a 


1y-x1<h 


Dans la première intégrale, le domaine d’intégration est le même 
que dans la seconde. En posant (x — y)/h — z dans la seconde, on 
obtient 


| o? (lu) dy=n" | &? (2) de = ch”, 
d'où | 
Qu (ul | 1u()—u() Pay 
 ly-xi<h 
ou, en posant y—xz=y, 
un(e le À 1u(e+y)—u (0 Pay. 

[y 1<h 

Intégrons cette inégalité sur Z et appliquons le théorème de Fubini 

(t. II [III-4-20)) : 


À Lun (2) — u (a) Par < Et | dy" | fu (r+y)—u (0) Pr. 
T : IyI<h 
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Compte tenu de la continuité en moyenne, on peut affirmer que pour 
tout e >> 0 il existe un k >> 0 tel que 
Jlu(+y)-u(Par<e pour |y1<R, 


Ÿ 
d’où 





2 
Jiunt)-u (Pacs | dy=cis, 
D [y 1<SR 


où c, est le volume d’une sphère de rayon unité dans R7. Comme & 
est arbitraire on déduit (11). 

La relation (10) relativement à la fonction u (x) € L, (Z) est 
plus simple à démontrer, car dans ce cas il n’est pas nécessaire d’uti- 
liser l’inégalité de Bouniakovski-Schwarz. On peut en effet arriver 
au même résultat directement à partir de l’inégalité 


fun (a) —u (<< | lu(xz+ y") —u(x)| dy’ 
1y°1<h 
en se servant du théorème de Fubini et de la propriété de continuité 
en moyenne des fonctions de L, (Z). Tout ce qui vient d’être dit 
vaut pour le cas où % est un domaine fermé borné ou, plus générale- 
ment, un ensemble mesurable borné. 

III-3. Fonctions finitives indéfiniment différentiables., Une fonc- 
tion définie dans l’espace R” tout entier, nulle en tous les points 
suffisamment éloignés de R”, i.e. aux points vérifiant la condition 
|& [> M, où M est un nombre positif, est appelée fonction finitive 
dans R”. La classe des fonctions finitives indéfiniment différen- 
tiables dans R” est notée C6 (R”). La constante M n’est pas forcé- 
ment la même pour toutes les fonctions w (x) de cette classe. Considé- 
rons une fonction uw (x) sommable sur l’espace R” tout entier, i.e. 
u (x) € L, (R”). Désignons par ww) (x) une fonction confondue avec 
u (x) dans la sphère | x | < M et nulle dans les autres points de R”. 
Comme u € L, (RT), on a : 


| 14 (2) —uan () | dr = | [u(x)|dx—0 pour M— oo, 
Ixl>M 


Introduisons maintenant les moyennes wmjn (x), où h < 1. 
En vertu de [III-2], mn (x) sont indéfiniment différentiables et 


nulles pour [x | > M +1, i.e. umr (x) € Co (R”). D'autre part, 


lueur) (&)— um (x)|dr—0 pour k—0. 
Ix|<M+1 
Fixons € >> 0 et choisissons M tel que 


| ju (x) — ut | dx << Tr: 
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puis considérons des À arbitrairement petits tels que 


À lueur (9 —uann(e)1de = | Juan (6) —uamr(r)|dr < +. 
[xI<M+1 
On obtient alors 
[Fu — un ÎLL ice) sn | Qu (x)— uemon (x) | dr < 8, 


i.e. la fonction w (x) est approximisable relativement à la norme 
de l’espace L, (R”) par les fonctions wa (x) de la classe C® (R”). 
On démontre d’une façon analogue que si u (x) € L, (R”), alors 
M — co, 
h— 0. 
On vient donc de démontrer le théorème suivant. 

Théorème 1. La classe CG (R”) est dense dans les espaces 
L, (R?) et L: (R”). 

Considérons maintenant le domaine borné % et introduisons la 
classe C6 (Z) de fonctions finitives dans 7. Cette classe est composée 
des fonctions de Co (R”) telles que l’ensemble ouvert de points x 


où |u (x) | >> 0 est contenu avec sa fermeture à l’intérieur de Z. 
Démontrons le théorème suivant. 


Théorème 2. La classe CG () est dense dans L, (D) et L; (D). 


Désignons par #, l’ensemble des points de % situés à une distance 
supérieure à » du bord S de l’ouvert #, i.e. p (x, S) > 6 (t. II [III- 
4-2]. On démontre aisément que S est un fermé et 4, un ouvert. 
Soit ts (x) la fonction caractéristique de l’ensemble %;, i.e. te (x) — 
= 1 si zx E Ds, et ts (x) — 0 si x € Ps. Désignons par 03 (x) la 
moyenne de t,:4 (x) où le rayon de médiation k — 6. Cette fonction 
jouit des propriétés suivantes: 1) o,4 (x) est indéfiniment différen- 
tiable dans R°; 2) o4 (x) = 0 si p (x, S) 6 car la sphère relative- 
ment à laquelle s'effectue la médiation ne rencontre pas %,,; 
3) Os (x) = 1 dans ,4 car pour ces points la sphère mentionnée 
est contenue dans 7,3 où tes (x) = 1; 4)0 < 03 (x) < 1. Ceci résul- 


te de ce que 7,4 (x) et le noyau médiateur © (=) ne sont pas 
négatifs, et aussi de la propriété 1). 
Soit vw(x)ECo (R”"). Le produit v(x) os (x) E C6 (3) et 
v (x) os (x) = v (x) pour x € D,4. Majorons l'intégrale 
À 1 (2) 60 (2) —v (2) Par = | Lu (a) P (1 — 00 (x)} dr < 
D D 
< | It) Pdr<sup|r (D Em(ZN SZ), 
IN Ds xD  . 


| U— Umih ÎLLocem 0 pour 
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où m est la mesure de Lebesgue. Tout point x € % est contenu dans 
Dao pour Ô suffisamment petit et donc m(% X Z3s5) + 0 lors- 
que Ô —> 0. Les inégalités précédentes entraînent || v (x) os (x) — 
— V (x) ||Iz,(%) + 0. Supposons maintenant que u (x) € L, (3). En 
vertu de ce qui a été dit plus haut pour & >> 0, il existe une fonction 


v (x) de C5 (R”) telle que [[u — v || < T- D'autre part pour le 


v (x) choisi, il existe un Ô = 0 petit tel que || v — vos || <+; donc 
Lu — vos IS Ilu —v||+ [lu — vos | Le. Ce qui démontre 
que la classe CG (2) est dense dans L, (%).On vérifie d’une manière 


analogue que C5 (%) est dense dans Z, (). 

ITT-4. Dérivées distributionnelles. Nous allons introduire mainte- 
nant une nouvelle notion de la dérivée partielle qui connaît une large 
application. Dans (t. II [III-1-10]) nous avons cité la formule [31,] 
d'intégration par parties de l’intégrale triple 


Ii! do — [TT d+ | Tœpoos(n, 2) 48. (12) 
D T s 
On a une formule analogue pour une intégrale de multiplicité quel- 
conque sous réserve que cos (n,z) soit convenablement défini. 
Notons que si par exemple œ (x) est une fonction finitive dans Ÿ, 
alors l’intégrale étendue à S est nulle et la formule (12) s'écrit 


Ji] Re) jarte (43) 


Pour résumer, on peut permuter le rôle de 1 et @ pourvu que l’on 
change le signe de l’intégrale. Considérons une dérivée quelconque 


d'ordre l: 


C) 


Dior D pe. 27 
ôxlt ... ox 


Si les fonctions @ (x) et u (x) possèdent à l’intérieur de Ÿ des dérivées 
continues partielles jusqu’à l’ordre Z et la fonction (x) est finitive 
dans Ÿ, alors on a la formule d’intégration par parties 


| D'œ (x) u (x) de =(—1)! | e (x) Dlu (x) dx. T(14) 
D 


Cette formule peut être posée à la base de la notion de dérivée distri- 
butionnelle. 


Définition 1. Soit u (x) et u* (x) E L, (), en outre, pour 
tout p (x) E Co (3), on a la formule: 
Î u (x) D'œ (x) dx = (— 1)! | Q(x)u* (x) dx. (45) 
D D 
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Ceci étant u* (x) est appelée dérivée distributionnelle de type D' dans 
le domaine %. Montrons que la dérivée distributionnelle est unique 
à une fonction équivalente à zéro près. Supposons qu’il existe encore 
une dérivée distributionnelle u* € L, (%) de type D!. Il nous faut 
démontrer que uf est équivalente à u*. En remplaçant u? par u* 
dans la formule ci-dessus et en soustrayant ces deux formules membre 
à membre, on obtient 


| (u°— un p dr =0 (16) 


CA 


pour toute fonction p (x) finitive indéfiniment différentiable dans Z. 
Supposons que (x) — Pm(xz) où Pm (x) ECG (Z), et tend vers 
(u* — uf) dans L, (3). En passant à la limite dans l’intégrale (16), 
on obtient (cf. t. II [VI-1-9]) 

| (u* —u*}? dr = 0, 

2) 
d’où il résulte que u* (x) et uf (x) sont équivalentes. Pour désigner 
une dérivée distributionnelle on emploie le même symbole que pour 
une dérivée ordinaire 
LN— l _ ôtu . 
GC) xl... 6xm 


S'il existe une dérivée ordinaire continue Du (x), celle-ci est con- 
fondue avec la dérivée distributionnelle u* (x) en vertu de la formule 
d'intégration par parties (14). 

La définition de la dérivée distributionnelle et son unicité 
entraînent 


D! (eu (+) Leu, @) = Du +aDu(), (7) 


la dérivée distributionnelle figurant dans le premier membre n'’exis- 
tant que si existent les dérivées distributionnelles du second mem- 
bre. La définition entraîne par ailleurs que D'u (x) ne dépend pas de 
l’ordre de dérivation, mais du type de D'. Notons encore que l’exis- 
tence de Dlu (x) n'implique pas celle des dérivées distributionnel- 
les d'ordre inférieur à / ou d’ordre égal à /, mais d’un type différent 
de D'. Formulons la propriété de fermeture de la dérivation distri- 
butionnelle. Supposons que v, (x) € L,(Z), alors v, (x) — v (x) dans 
L, (SZ), les dérivées distributionnelles Dlv, (x) — v% (x) existent et 
Un (x) — v* (x) dans L, (7), lorsque n — © et v (x) possède la déri- 
vée distributionnelle Dlv (x) — v* (x). Pour le démontrer il faut 
remplacer u (x) et u* (x) par v, (x) et v? (x) dans la formule (15) 
et passer ensuite à la limite pour ñn — o. On obtient la formule (15) 
dans laquelle v (x) est remplacée par v (x) et u* (x) par v* (x), c.q.f.d. 

En supposant que uw (x) est pourvue d’une dérivée distributionnel- 
le u* (x) — Dlu (x), calculons la dérivée ordinaire de la fonction 


l/2 21—0727 
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moyenne 


Deur (x) =" | u (y) Do (nt) dy — 


= D Vu (y) Die (LU) ag. (48) 


Si x € D et sa distance au bord de Z est supérieure à h, alors au point 





x on peut prendre o (= pour fonction finitive œ dans la formu- 


le (15): | .. | | 
12 * = —1)! x—yl\ 
me ju oo (Et) ge ED (up Die (LEA) y 
D D 
et en vertu de (18) on peut écrire cette formule 
Dur (eo) = À u* (yo (Lt) dy, (19) 


i.e. les fonctions moyennes de dérivées distributionnelles se confondent 
avec les dérivées du même type des fonctions moyennes en tout point de 
D dont la distance au bord de D est supérieure au rayon de médiation h. 

Les propriétés des fonctions moyennes entraînent uy (x) — u (x) 
et Du, (x) — u* (x) dans L, (%') pour h —+ 0, où Z' est un domaine 
quelconque contenu strictement dans Z. Avant de formuler les 
propriétés suivantes des dérivées distributionnelles, nous allons en 
donner une autre définition et démontrer ensuite l’équivalence des 
deux définitions. 


Définition 2. La fonction u* (x) de L, (S) est appelée 
dérivée distributionnelle de type D' de la fonction u (x) de L, (3) 
s’il existe une suite u, (x) de fonctions de Co (R”) telles que u, (x) 
et D'u, (x) convergent vers u (x) et u* (x) dans L, (%'), lorsque n — o, 
où D' est un domaine quelconque entièrement contenu à l’intérieur de T. 


Théorème. Les définitions À et 2 sont équivalentes. 


Supposons que u* (x) est la dérivée distributionnelle de Du (x) 
en vertu de la définition 2. Remplaçons u (x) par u, (x) et D'u (x) 
par D'u, (x) dans la formule (14). Nous pouvons ensuite passer à la 
limite sous le signe de l'intégrale (t. II [III-4-19]) et on aboutit 
donc à la formule (15) correspondant à la définition 1. 

La réciproque a été démontrée immédiatement avant la défi- 
nition 2. 

ITI-5. Propriétés des dérivées distributionnelles. Formulons les 
propriétés des dérivées distributionnelles dont certaines résulteront 
immédiatement des définitions données et les autres seront démon- 
trées dans le tome V. | 
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Si u* — Dlu est dérivée distributionnelle dans Ÿ, alors elle est 
dérivée distributionnelle dans tout sous-domaine de Z. Ceci découle 
directement de la deuxième définition. 

Si u (x) de Z, (3) possède une dérivée distributionnelle 


de Z, (D) et u* (x) possède une dérivée distributionnelle 
OPu* 


5 a "WE (D), 


alors u (x) possède une dérivée distributionnelle 


0%+ Bu (x 
a nn =v (x) 
de Z, (Z). Ceci découle de la première définition. 

Les propriétés des dérivées distributionnelles seront étudiées 
en détail dans le tome V. Citons sans les démontrer quelques-unes 
d’entre elles. 

Si une fonction f (x) d’une variable indépendante est continue 
dans un intervalle fini [a, b} et à l’intérieur de cet intervalle possède 


une dérivée distributionnelle LAS de Z, (la, b]), alors f (x) s'écrit 





FC) = (a+ | at (a<r<d). (20) 


a 
Ceci étant, f (x) admet presque partout dans [a, b] une dérivée or- 
dinaire égale (équivalente) à la dérivée distributionnelle A Si la 


fonction œ (x) est sommable sur l’intervalle [a, b] et f (x) est définie 
par la formule 


jH=f(@+ fe, (21) 


alors f (x) est continue sur [a, b] et possède presque partout une déri- 
vée ordinaire f’ (x) — (x). Les fonctions représentables par la 
formule (21) sont dites absolument continues sur [a, b]. Remarquons 
que les deux définitions des dérivées distributionnelles peuvent être 
formulées non pas dans L, (Z), mais dans Z, (%), et la formule (21), 
si (x) est sommable sur [a, b], définit une classe de fonctions 
continues dans [a, b] et possédant à l’intérieur une dérivée distri- 
butionnelle de LZ, ([a, b]): 


df (à) _ 
Far + (x). 


21* 
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Toute fonction f (x) continue sur [a, b] n’est pas forcément absolu- 
ment continue. La proposition suivante est également vraie: toute 
fonction continue sur [a, b] et possédant presque partout dans [a, b] 
une dérivée n’est pas forcément absolument continue. On démontre 
qu'il existe des fonctions continues dans [a, b] qui ne possèdent de 
dérivée en aucun point de [a, b]. Elles n’admettent même pas de 
dérivées distributionnelles. Composons la fonction de deux variables 
u (as, to) = f (x) + f (te), où f (x) et f (x2) sont des fonctions du 
type que nous venons d’indiquer. La fonction w (x,, x,) ne possède 
pas de dérivées distributionnelles premières, mais, on le démontre 
Ou (x4, Te) 
ÔT 40%» 
maintenant un résultat général relatif aux dérivées distributionnel- 
les. Si une fonction uw (x) € L, (%) est pourvue de toutes les dérivées 
distributionnelles d'ordre Z de ZL, (3), elle est pourvue de toutes les 
dérivées distributionnelles d’ordre inférieur à Z et appartenant 
également à L, (D). 

Ceci étant le bord de ne doit pas être mauvais. Il suffit, par 
exemple, qu'il soit régulier. Dans le tome V on décrira une 
classe plus large de domaines pour lesquels ceci a lieu. 

En dehors de la notion de dérivées distributionnelles on peut 
définir l’expression distributionnelle de tout opérateur différentiel 
linéaire à coefficients constants. Considérons l’exemple d’un opéra- 
teur de deuxième ordre 


aisément, la dérivée distributionnelle — 0. Formulons 


im m 
92 0 
Lu — > Tr ED bee tou. (22) 


k, 1=1 R=—1 


Composons le nouvel opérateur 


L'u — S AR =—— _ es => br + cu. . (23) 


k, I—1 


Dans le cas général d’un opérateur différentiel linéaire à coefficients 
constants l’opérateur L*u diffère de Lu par le signe des dérivées 
d'ordre impair. Si la fonction w (x) possède dans le domaine des 
dérivées continues figurant dans l'expression de Lu et q (x) appar- 
tient à Co (Z), alorsen utilisant la formule (14) on démontre aisément 
l'égalité 
| uL*®p dr = | Lu. dx. 
D 


Pour les fonctions uw (x) et u* sommables sur le domaine  l’expres- 
sion distributionnelle de l'opérateur Lu — u* est définie par 


III-6. CLASSES DES FONCTIONS W4(Z), W4(Z) ET wä(2) 325 
l'égalité 
| uL* dx — | u* dx, (24) 
T 7 


où (x) est une fonction quelconque de CG (3). 

Cette définition n'implique pas que pour u (x) soient définies 
quelques dérivées figurant dans Lu. Si ces dérivées existent toutes, 
alors Lu peut être exprimé en fonction d’elles en vertu de la formu- 
le (22). Notons qu’en vertu de la définition donnée plus haut la 
solution distributionnelle de l’équation Lu — O peut être définie 


par la formule | uL*o dx = 0, où (x) est une fonction finitive 


D 
quelconque indéfiniment différentiable dans %. 


III-6. Classes des fonctions W1i(Z), Wi(%) et W?(%). On se 
propose d’étudier maintenant des classes de fonctions pourvues de 
dérivées distributionnelles. La théorie de ces classes et de classes plus 
générales, ainsi que leurs applications, est développée en détail dans 
la monographie de S. Sobolev « Quelques applications de l’analyse 
fonctionnelle en physique mathématique » ainsi que dans le tome V. 

La classe Wi(%) est l’ensemble de toutes les fonctions uw (x) 
de ZL, (3) pourvues de toutes les dérivées distributionnelles de pre- 
mier ordre de Z, (%). Cette classe est linéaire, i.e. si uz (x) € W1(#) 
(k = 1, ..., n), alors 


n 
À cxux (2) EWI(®), 
où c, sont des constantes arbitraires. Les éléments de cette classe 


sont définis visiblement à une équivalence près. Introduisons le 
produit scalaire dans cette classe 


Ou ôv 
(a, = | (u+. > me) de, (25) 
où en sont les dérivées distributionnelles. Cette classe est munie 
de la norme 
luli= [a+ S (2) ] de. (26) 
D k—1 


On vérifie aisément qu'elles jouissent de toutes les propriétés néces- 
saires : 


(u, V)w4 Te (v, U)yyt ; 


(Cats + Cols, V)w3 = Cy (ua, V) y + Co (ue, V3 et (u,u)>0 
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pour u = 0. Ceci entraîne deux inégalités importantes: l'inégalité 
de Cauchy-Bouniakovski 
et l'inégalité du triangle 
Que +0 Ip SU logs + 1 © Hop. 
Il est naturel d'introduire la convergence dans W} (%). Cela signifie 
wi è 
que Uy —>U pour n > co, si 
lun—u|lywi>0 pour 7—+ 00, (27) 


Il est clair que cela équivaut à la convergence dans Z,, (%) des fonc- 
tions u, (x) et de leurs dérivées distributionnelles de premier ordre, i.e. 
Un ôu 
0zr OT 0 (28) 

















lun—ului0 et | : 
L 2 


L’'inégalité du triangle relative aux normes entraîne, comme dans 
L; (3), la continuité de la norme, i.e. [[u, — u ||y3 — 0 implique 
un Is > 4 se Démontrons maintenant le théorème. 
Théorème. La classe W; (3) est un espace hilbertien complet. 
Il nous faut vérifier la complétude. Ce qui signifie que si 
|| Up — Ua |ly3 — 0 pour pet qg—0, (29) 
il existe un élément u(x)EWi(%) tel que 


[Un — u ||yy3 — 0 pour n—> 00. (30) 


En effet, la condition (29) peut se mettre sous la forme 














dup duy 
Up — Ug |lze > 0 ; on — dm RS pour p et g—> 0. 
L; (D) étant complet, il existe des fonctions u, w4, ..., Um de La (D) 


telles que 








: Our 
lun—ul, 0; ||, +0 





(31) 


pour n— oo (k—=1,...,m). 


Or la propriété de fermeture de la dérivation distributionnelle 
entraîne 
u()EWi(D) et v, = #0 


ÔTR 





(k—=1,...,m). 


Eu égard à (31), cela nous conduit à (28), ce qui équivaut à la rela- 
tion annoncée (30). 
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Soulignons que la limiteu, dans W}(%}est unique, comme dans 
L: (D) (cf. t. II [IV-1- 91). 


L'espace hilbertien W: (D) est défini comme le re 
W1(%) obtenu par la fermeture dans la norme de W5 (3) de l’en- 


semble de toutes les fonctions uw (x) € Co (D). Autrement dit, 
l'appartenance de u (x) à W1. (9) signifie qu'il existe une suite 
un (x) ECO (D) (n = 1, 2, . n) telle que [[u, —u [y — 0 


pour n —+ co. Le produit he et la norme dans W: (2) sont 
définis par les mêmes formules (25) et (26) que pour W} (S). 


Soient uw (x) € W: (D) et v(x) EWI(Æ). On a alors la formule 
suivante d'intégration par parties 


Le — [v-2 dr, k=1,...,m. (31:) 
Li A) 


0x 
En effet, si u (x) € Co (Z), alors la formule (31,) est valable en vertu 
de la définition de la dérivée distributionnelle. En l’écrivant pour 


les fonctions u, (x) € Co (3) tendant vers u (x) dans la norme de la 
classe W, (3) et en passant à la limite pour n—> co, on obtient la 
formule (31). 

Si les deux fonctions uw (x) et v (x) n’appartiennent qu’à la classe 
W1(%), alors une intégrale étendue au bord du domaine figure, 
comme toujours, dans la formule d'intégration par parties (cf. 
formule 12 dans [III-4]). Pour étendre cette formule aux fonctions 
de W} (®) il faut définir les valeurs de la fonction u € W: (3) sur 
le bord du domaine. Ce problème n’est pas trivial car les fonctions 
de la classe W; (Z) ne sont définies qu’à l’équivalence près, i.e. leurs 
valeurs ne sont pas définies sur des ensembles de mesure lebesguienne 
de dimension m nulle. Ces questions seront étudiées dans le tome V. 





S'agissant des fonctions de la classe W1(Z), on a l'inégalité 
m 
ôu 


| u? (x) dre | M (#)' ac) &EW:()), (32) 
né) D 


où la constante c dépend du domaine Ÿ et ne dépend pas de la fonc- 
tion uw (x). Cette inégalité porte le nom d’inégalité de Poincaré- 
Friedrichs. 

Supposons d'abord que u € Co (Æ). Comprenons # dans un cube 
À contenant % (la fermeture de Z). Sans restreindre la généralité 
on supposera que le cube est défini par l'inégalité 0 < x, < a 
(k=1,..., m). Prolongeons w (x) par 0 sur AX Z. Alors u € C5 (A). 
Représentons u (x) par 


X1 
Ou (T4, ..., Tm) 
UT 346) | ge di 
Ô 
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et majorons la dernière intégrale avec l'inégalité de Bouniakovski- 
Schwarz : 


a 
] 2 
U? (Xi, Ta, ..., Tm) LA Î (+) dx. (321) 
0 
En intégrant (32,) par rapport à 2,, ..., z, entre O et a, on obtient 


a 


Î ee | Lo das des da) dis se dim £a | (5) de. 
0 0 À 


Sosce, mme” 


m1 
Intégrons finalement la dernière inégalité par rapport à x, entre 0 
et a: 
ôu \? 
2 2 
[u (x) dr <a Î (FE) dr. 


Dans l'inégalité obtenue, l'intégration s’effectue pratiquement sur 
le domaine Ÿ. Ceci entraîne (32) pour c — a?. Donc (32) a lieu quelles 
que soient u € Co (Z). 

Supposons maintenant que u € W1(%) et {u,} & CŸ (%) est 
une suite de fonctions satisfaisant la condition (27). Ecrivons (32) 
pour les fonctions v, sous la forme suivante 


Un 
ôt; 











Le 


| m 
un lle > | 
i=1 
En utilisant maintenant la continuité de la norme dans L, (Z) et 
la relation (28), on passe ici à la limite pour n — cw: 


êu 
Ôx; 





2 
Le 











m 
IulE<e | 
i—1 
On reconnaît l'inégalité (32). On remarquera que (32) entraîne 


m 
Ô 2 e 
luliy<e (| D (SE) dr ŒMEWI(S), a=c+1). (82) 
D h=1 

Contrairement au cas de la fermeture relativement à la norme de 
l'espace L, (Z), la classe C5 (Z) n’est pas dense dans W, (Z) et 
W: (S) est simplement un sous-ensemble de la classe W; (7). Prou- 
vons que ce sous-ensemble est fermé, i.e. si 


un EW1(Z) et [un—ullw; 0 pour n—00 (n—1,2, ...), 
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alors u € W: (). Soit donné &e > 0. De ce ao précède il s’ensuit 
qu'il existe un u, tel que [| uw, — u wa <+ . Pour u, de W; (Z), 


par définition de cette classe, il. existe un . E Ci () tel. que 
un — Un lg = 5° Of l'inégalité triangulaire ‘donne 
Un — u [lys <e, d’où, en vertu. du choix arbitraire de e > 0 
et de la définition de la classe W1(%), il résulte que uv € Wa (F). 

Il est naturel d’ interpréter la classe W1(%).comme l’ensemble 
des fonctions de W1(%) qui s’annulent, dans un sens général, sur le 
bord de #. L’ étude détaillée de cette question ne fait pas l’objet 
de cet exposé. Dans le tome V nous en reparlerons à propos des théorè- 
mes d'immersion pour les espaces indiqués, ainsi que pour les espaces 
plus généraux de Sobolev. Formulons simplement un résultat et pour 
fixer les idées considérons le cas d’un espace à trois dimensions RS. 
Supposons qu’une surface S bornant % appartienne à la classe C!, 
1 > 1. Précisons cette notion. En chaque point de S il existe un plan 
tangent. Il existe un d >> 0 tel que si N est un point quelconque de 
S, toute sphère de centre V et de rayon d partage S en deux 
régions dont l’une est comprise à l’intérieur et l’autre à l’extérieur 
de la sphère et les droites parallèles à la normale en À coupent la 
région de $ comprise à l’intérieur en un point. En prenant pour 
normale l’axe x,, on peut écrire l’équation de cette région de S 
sous forme x; — @ (21, x). Ceci étant on suppose que (x, 22) 
possède des dérivées partielles continues jusqu’à l’ordre ? compris. 

Supposons qu’une fonction u (x) est continue avec ses dérivées 
premières dans le domaine fermé # et S € CT. Il est évident que 
u (x) E WI (D). Ceci étant u (x) € W, (T) si et seulement si u (x) 
s’annule sur S. 

Passons maintenant à la classe W° (%). Elle se définit comme l’en- 
semble des fonctions de Z, (Z) qui sont pourvues de toutes les déri- 
vées distributionnelles premières et secondes appartenant également 
à L, (3). On peut introduire le produit scalaire dans W? (3%) 


È ou o?2u 
(u, vw dE | (uv+ Da FE _ Vi 2 j OER “02y 0x É = =) dx, (38) 
D 


et la norme qui lui correspond 


ne vg= Lu, ing. 


Cette norme nous permet de définir la notion de convergence dans 
la classe W°(%), qui est équivalente à la convergence simultanée 
dans L, (3) des fonctions elles-mêmes et de toutes les dérivées pre- 


22—0727 
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mières et secondes. Comme pour W}(%) on démontre que la classe 
W?(%) est un espace hilbertien complet. 

IIT-7. Inégalité de Poincaré. Théorème de Raïiligh. L’inégalité 
de Poincaré que l’on se propose de déduire maintenant joue un rôle 
important dans l’étude des propriétés des fonctions des classes W? 


g Ld . 
et W1. Soit À un cube de m dimensions. Désignons son volume par 
| À |. L’inégalité mentionnée s'écrit 
m 


2 ; 
| GMT edf IA | D (5) dr. (89 
À 


] 2 ( 


Elle est valable pour toutes les fonctions w (x) € WI (A), néanmoins 
nous la démontrerons (et nous l’utiliserons dans la suite) pour les 
fonctions continûment différentiables dans A. On montre que l’en- 
semble de toutes ces fonctions est dense dans W} (A), c’est pourquoi 
l'inégalité (34) s'étend à toute la classe W> (A) exactement comme 
l'inégalité de Poincaré-Friedrichs s’étendait plus haut à toute la 


classe W1(%). La propriété mentionnée ne sera pas démontrée ici. 

Prouvons l'inégalité (34) en nous limitant pour simplifier à m = 
— 3. On suppose que le cube est défini par les inégalités 0 < x, 
y, z <a. Soient M, (x;, Ya, 21) et Ma (x, Yes 22) deux points quel- 
conques du cube A. Pour toute fonction continûment différentiable 
u(M)=u(x y,z) on a 


y2 
u (M3) —u(M:) = [ou Ce, Vas 22) de + | Don (ss y, 22) dy + 
y1 
22 
L | Du (x1, y1, 2) dz. 


Z1 
L’inégalité élémentaire (a + b + c}? < 3 (a? + b? + c?) entraîne 


x2 
2 


[u (Mo) —u (MP < s[[n xU (X, Ya, 22) dx | + 


xX1 


y2 ; 22 ” 
+3 [\ Dyu (ti, y, 22) dy | +3 [I Du (1, ya, 2) d:| . 
y1 Z1 
Majorons chaque terme du second membre à l’aide de l'inégalité 
de Bouniakovski-Schwarz et renforçons ensuite cette majoration en 
remplaçant l'intervalle d'intégration par l'intervalle [0, al. On 
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obtient 


[u (M3) —u (M;,)P<3a [ (Dau (x, Yo, 2)? dr + 


Ds © 


na | (Du (x1, y; z2))? dy + | (Du (G U1 z)}? dr | ; 
0 . 0 


En intégrant les deux membres de l'inégalité obtenue par rapport 
à dM, dM, (dM; = dx; dy; dz;, i — 1, 2), les deux points M, et M, 
parcourant le cube À indépendamment l’un de l’autre, il vient: 
Ju) u (Mr aM am, < 


AÀ 
<a [[(4) + (2) + (HE) Tan. eu 
Transformons l'intégrale du premier membre de (34:) 


| | tu Ms) u (ME dM, M, = 20° [ue (M) aM —2 | ju(M) am). 
AA À A 


Tenant compte de cette relation et simplifiant les deux membres 
de (34,) par 2a% = 2 | À |, on obtient (34) (pour m = 3). L’inégalité 
de Poincaré est donc démontrée. 


Corollaire. Soit Z un domaine borné dans R°. Pour tout 

eg > 0 il existe un nombre fini N = N (e) de fonctions ®, (x), ... 

.., ®n (x) deux à deux orthogonales dans Z,(%) telles que 

Il En Ir, «g) < 1 et pour toute fonction y (x) € W: (D) a lieu l’iné- 
galité 


N om 
jutmaecS{[lrentaael+el 5 (ae 69 


Il suffit de faire la démonstration pour la fonction u(x) EC® (Z) 


car l'inégalité (35) s’étend à des fonctions quelconques de W1 (Z} 
par un passage à la limite (ci. démonstration de l’inégalité (32) 
dans [TII-5]). Soit À un cube contenant le domaine %. Prolongeons 


toutes les fonctions uw (x) € Co (Ÿ) par zéro sur AX Ÿ. Fixons & > 0 
et partageons le cube À en N cubes égaux A,, A,, ..., An; le 
nombre NW doit être tel que pour les cubes A, on ait l'inégalité 


2 
AT <e. (351) 
22* 
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Supposons que a (x) = 1/V TA, | si xE A, N F et p, (x) = 0 
si x € An N Z (donc si le cube A, ne rencontre pas le domaine %, 
alors p, (x) = 0). Soulignons que par construction || , Ilz, &) <1 
pour tous les n. Il est clair que les fonctions p, (x) sont deux à deux 
orthogonales. 

L'inégalité (34) entraîne (compte tenu de (35.)): 


| 12 (ed <| | u (2) On (a) az |'+e | S (2) a. 


ÔTR 
An An An k—1 


En sommant en tous les n — 1,..., N on obtient l'inégalité 
cherchée (35). 

Utilisons ce résultat pour démontrer l'important théorème de 
Railigh. 

Théorème. Soit Ÿ un domaine borné quelconque dans R7. 


Alors tout ensemble de fonctions u (x) € W: (D) bornées en norme dans 
W1 (9) est compact dans LA(T). 


Le théorème de Raïligh est souvent énoncé ainsi : l’espace W: (D) 
est immergé compactement dans L, (3). 

Démonstration. Soit donnée une suite de fonctions 
u; (x) E WI (D), i —1,2,... satisfaisant l'inégalité || v; lv (2) < 
< À. Celle-ci entraîne [| u;, — ui, |ly1(3 < 24 quels que soient 
Jes indices i, et à; donc 

ou, Ou; 2 
4, "0 2 

| > (> >) dx LAA?. 

| D k=i 
On demande de prouver que de la suite {u; (x)} on peut extraire une 


suite partielle convergente dans Z, (Z). 


Posons e, = 27, p = 1, 2, ... et déterminons pour tout & 


les fonctions pP? (x), pP (x), ..., px, (x) telles que soit réalisée 


(35). Quels que soient les indices p = 1, 2, ... et n = 1, 2, ... 








.…, Np, la suite numérique | u; (x) q@) (x) dx, i — 1, 2, ..., 
est limitée en module par le nombre À : 


À Du Ce) 06 (a dal” < | ut (0) de | 10 (ae dr < 42. 
7. D =] 


En répétant presque textuellement la démonstration du lemme de 
[1-15] on constate que de la suite {u; (x)} on peut extraire une suite 
partielle {u;, (x)} telle que pour tous les p — 1, 2, ... et n — 
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= 1, 2, ..., N, convergent les suites numériques 


Jui) pp (a) de, 121,2, (+) 
T 


Prouvons maintenant que la suite partielle {ui, (x)} est conver- 
gente dans L, (7). Quel que soit p = 1, 2, ..., en vertu du choix 
des fonctions p® (x) (n = 1, ..., N,) on a l'inégalité 


Np 
À tu Ce) un, (a de < D, | À Gus (us, (0) 09 Co de | + 4480, 
La n=t A 

CES Re | 


Fixons e > 0; cherchons d’abord un p tel que 44?e, << e/2; 
et puis, en utilisant la convergence de toutes les suites (+), cherchons 
un indice /, tel que pour j, L > l, la somme du second membre de la 
dernière inégalité soit aussi inférieure à e/2. Alors pour de tels j, L 
on a 


| tu, (au, (mdr <e, 
TD 


i.e. la suite u;, (x) est convergente en soi dans la norme de l’espace 


L, (Z). Donc elle admet une limite dans Z, (Z). Ce qui achève la 
démonstration du théorème. 

II-8. Position du problème du minimum de la fonctionnelle 
quadratique. Soient ax, (x) — ay (x) (k, l = 1, ..., m) des fonc- 
tions mesurables bornées dans 7. Supposons que la forme quadrati- 
que de coefficients az, (x) est uniformément définie positive dans Ÿ, 
i.e. quels que soient Ë; (i — 1, ..., m) réels a lieu l'inégalité 

m 


a 2 E< 2 : api (x) Érbr («> 0), (36) 


où & est une constante (ne dépendant pas de x). Comme 4;, (x) sont 
bornées on a 


D autre p D &, (37) 
k, I=1 it 


où est une constante. Etudions la fonctionnelle 


m 


(= | (D at _—. _— ) dz (38) 


TL Rl=i 
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sur les fonctions u (x) de la classe Wi (3). De (36) et (37) il résulte 


- Ou \? e 0 2 
al D (TE) << > (HE) à (39) 
D i=1 TT i=1 
et compte tenu de (32,) on peut écrire 
ou I u fa SJ (0) LB us (0<a<P), (40) 


où &, est une constante positive. 
Soit en dehors de J (u) l'expression bilinéaire 


m 
ôu à 
J (u, w)= | D ao ET dr, (41) 
Æ i j 
D in I=i 
où u (x) et w (x) E W1(%). 
Lemme 1. Les fonctionnelles J (u) et J (u, w) sont continues 
relativement à la convergence dans W: (Z). 
Démonstration. Supposons que {[|u, — u Iyg — 0, 


I w, — w Îlw3 — 0 pour ñ — oc. Il nous faut prouver que J (u,) + 


— J'(u) et J (u,, w,) — J (u, w). En fait on peut se contenter de la 
dernière relation, i.e. 





Our Ôw ôu dv : 
| u qe Gee de—+ | Que de (jt, ...,m), n—+ 00. (42) 
Prouvons-le. De _ _— +0 et puisque a;; sont bornées, il 
à à Îlce 














du 





6 TR ES Re 0 n—>oo. D'autre part 
résulte | ju OÙ Ge Her pour ue P 
bn  Ôw 


= —-— || — 0 lorsque n—c. Donc (42) résulte de la conti- 


nuité du produit scalaire dans l’espace Z, (3) (cf.t. IT [VI-1-9]). 
Soit h(x) € L:(#) une fonction fixe. Considérons la fonctionnelle 


D (u) = J (u)—2 | h(x)u(x)dr (uEW:(S)). (43) 
D 














Lemme 2. La fonctionnelle Ou) est continue et bornée 


inférieurement dans Wi (9). | 
La continuité de D(u) découle du lemme 1 sur la continuité 


de J'(u) et de la continuité dans W: (3) de la fonctionnelle 
1 (u) = \ h(x)u (x) dx. (44) 
ÿ 
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Cette dernière résulte du fait que la convergence dans W1(%) entraî- 
ne la convergence dans Z, (%) et la fonctionnelle Z (u) est continue 
relativement à la dernière convergence (t. II [VI-1-9]). 
Vérifions que ® (u) est bien bornée inférieurement. De (39) et 
(32) il vient 
2 
D >T)—2ullehe>e | D (2) dr —2{ulhe Alle > 


V' Elus Elle) — 


Al >-<IA IE 


Ke —, 


= 


, 


>< Iullée — 21 fre || À fre = 


et le lemme est démontré. 
Désormais il est possible de poser le problème suivant. La fonc- 


tionnelle ® (u) étant calculée sur les fonctions de la classe W1 (Z) 
et possédant une borne inférieure exacte, on demande s’il existe une 
fonction de cette classe lui faisant prendre cette borne. On verra 
plus bas que la réponse est positive. 

III-9. Solution du problème variationnel. Soient uw (x) et w (x) € 


€ W: (3). On vérifie aisément que 


D(u+w0) = (u)+2[J (u, w)— | lo dx ]+J(w). (45) 
3) 


Désignons par d la borne inférieure exacte de la fonctionnelle ® (u) 
calculée sur les fonctions uw (x) de la classe wi (3) et soit {u,} & 
(em W1 (3) une suite minimisante 

D (ur) = dy, — d pour k — co. (46) 


Remplaçons dans (45) u (x) par u4 (x) et w (x) par Àw (x) où À est un 
paramètre réel. Puisque ® (4, + Àw) > d on obtient l'inégalité 


MAJ (wo) + 2h | J (uu, 10) — | hw dx | + d—d>0. (47) 
: J 
Comme le trinôme du second degré n’est pas négatif, on doit avoir 
7 (ux, W) — | hw dz| *LJ (w) (dx —d). (48) 
D 


En remarquant que 


LT (x =, w)|<|7 (x, w)— | wo dx] +|J (tu, w)— | ho ds], 
E 3 
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de (48) on obtient la relation . 
| (x — ur, w nILVT) (1) VE LV 


En posant w = uy, — ur, en simplifiant ensuite par V J (w) et en 
élevant au carré, on s'assure de la validité de l'inégalité 


J'(un—u) LIVh—d+V da}. 
De là et en vertu de (40) on déduit l'inégalité cherchée 


; 4 — = 
ten — vue Is IV de d+V af. (49) 
Lemme 3. La suile minimisante u, (x) est convergente dans 
Wi (S). 
En effet de (49) et (46) il résulte que 
se \ l UR— Uy Is = 0, (90) 


et comme la classé W1 (2) est complète, (50) entraîne qu'il existe 
une fonction Uo €. wi (Z) telle’ que 
| lim a || Up — Ug ilws = 0. 


Lemme 4. Soit u, la limite d'une suite minimisante. Pour 
toute fonction w € Wi(%) on a 
JT (uo, w)= | lo de CLEA Lu (81) 


La démonstration se réduit à un passage à la limite dans l'inégalité 
(48), ce qui est rendu possible par le lemme (1). 
_ Maintenant on peut démontrer la proposition fondamentale. 


Théorème. Parmi les fonctions de W!(%) il en existe une 
et une seule réalisant la borne inférieure exacte de la fonctionnelle ® (u). 
Soit w, (x) la limite de la suite minimisante, u (x) € Wi (Z) et 


w(x) = u(x) — us (x). En remplaçant alors dans (45) uw (x) par 
u, (x) et compte: tenu de (51), on obtient les 


D (u) = D (u, + w) = D (us) + J (w). (52) 

Remarquons que J (w) > 0 et en vertu de (40) l'égalité J (w) = 0 
entraîne w — 0. Donc 

| | Du) > ® (wo), | | (53) 


l'égalité n'étant réalisée que si u — u,. Le théorème est démontré. 
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Remarques. 1) L’unicité de la fonction minimisante impli- 
que que toute suite minimisante converge vers cette fonction. 
2) Nous avons vu que la fonction minimisante uw, (x) satisfaisait la 


relation (51) quel que soit w € Wi(%). Inversement, si (51) est 
réalisée, alors de (52) il s’ensuit que u, (x) est la fonction minimisan- 
te. Donc la relation (51) peut être considérée comme une équation 
aux variations définissant uw, (x) et qu’en outre elle est équivalente 
au problème variationnel initial. L'identité (51) est la condition 
de nullité de la variation première de la fonctionnelle ©® (u) pour 
u (x) = wo (a). 

II1-10. Lien avec le problème aux limites. Si le bord S est diffé 
rentiable et az, (x) sont des fonctions continûment différentiables 


dans % et enfin si la solution w, (x) du problème variationnel consi- 


déré dans [III-8] est un élément de C?(%), alors u, (x) vérifiera l’équa- 
tion d’Ostrogradski Re la fonctionnelle J (u), i.e. l'équation 


— > (ou) = 2, (54) 


et la condition à la te 
u |s = 0. (55) 


L'équation (54) se déduit de l'identité (51) de la façon suivante: 
transformons le premier membre de (51) par une intégration par parties 
et écrivons le résultat sous la forme 


—(f ù 7 (our 2e) + ]w dx = 0. (56) 
Q R,1I—1 


Comme (56) est vraie pour tout w € W: (Z), que W: (7) est dense 
dans L, (Z), l'expression entre crochets appartient à C (Z) et doit 


être nulle. La condition à la limite (55) est réalisée en vertu des 


propriétés des éléments continus de W:(%), comme indiqué dans 
[III-6]. Donc la solution du problème variationnel u, (x) € C?(%} 
est la solution classique de (54), (55). 

Ce qui vient d’être dit nous permet de considérer la solution 
u, (x) du problème variationnel comme la solution distributionnelle 
du problème aux limites (54), (55). 

Il est intéressant de savoir quand la solution distributionnelle uw, 
du problème (54), (55) est classique ou appartient, par exemple, 
à l’espace W? (7) et satisfait l'équation (54) pour tous les x de %. 
La réponse à la première question est donnée par le théorème de 
Shaoudre et à la deuxième par celui de O. Ladyjenskaïa. Plus exacte- 
ment si le bord S est une surface régulieère de la classe H2:% les 


coefficients ax (x) — des fonctions de la classe de H«(%)et h€ 
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€ H® (Z), alors le problème (54), (55) possède la solution u, (x) de la 
classe de Güôlder *) H24%(%). Si S € C? les coefficients az € C(Z) 
sont pourvues dans Ÿ de dérivées distributionnelles premières bornées 
et h(x) € L, (3), alors le problème (54), (55) admet la solution 
u, (x) de W? (3). Dans les deux cas, la solution u, (x) est la solution 
distributionnelle du problème (54), (55), i.e. la solution du problème 
variationnel étudié dans [III-8]. La démonstration du théorème 
que nous venons de formuler sur la solubilité du problème (54), (55) 


dans l’espace W° (%) sera donnée dans la deuxième partie du to- 
me IV. 


*) Nous ne définirons pas ici les espaces HP% (G), nous remarquerons 
simplement que les fonctions de C!+1 (%) leur appartiennent. 
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